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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.
Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà àêòóàëüíûì ïðîáëåìàì ñîâðåìåííîé ñïåêòðàëüíîé òåîðèè

íåñàìîñîïðÿæåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ è ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ;
òàêèì âîïðîñàì, êàê èññëåäîâàíèå ïîëíîòû ñèñòåìû êîðíåâûõ âåêòîð-ôóíêöèé,
ñóììèðóåìîñòè ìåòîäîì Àáåëÿ ñî ñêîáêàìè è âîïðîñàì àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé àêêðåòèâíûõ îïåðàòîðîâ è îïåðàòîðîâ ñóùåñòâåííî äàëåêèõ îò
ñàìîñîïðÿæåííûõ.

Èññëåäîâàíèÿ íåñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ íà÷èíàþòñÿ ñ ðàáîò Ì.Â. Êåëäûøà
(1951ã.) è â íàñòîÿùåå âðåìÿ äðóãèìè ìàòåìàòèêàìè îïóáëèêîâàíî áîëåå ñòà ðàáîò, â
òîì ÷èñëå è ìîíîãðàôèé. Ýòîìó íàïðàâëåíèþ ïîñâÿùåíû ðàáîòû Ì.Ñ. Àãðàíîâè÷à,
À.Ñ. Ìàðêóñà, Â.Âëàñîâà, À.Ã. Êîñòþ÷åíêî, À.À. Øêàëèêîâà, Ê.Õ. Áîéìàòîâà, À.Í.
Êîæåâíèêîâà, È.Å. Åãîðîâà, Ñ.Ã. Ïÿòêîâà, Ñ.ß. ßêóáîâà, Ì. Sango, M. Faierman, M.
Moller è äð.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà âûäåëåíèþ øèðîêèõ êëàññîâ ìàòðè÷íûõ
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ τ - ñèìâîëàìè, êîòîðûå ìîãóò ïîðîäèòü ñèëüíî-
íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóïïó â áàíàõîâûõ Lp - ïðîñòðàíñòâàõ ñ âåñîì, è âûäåëåíèþ ãëàâíîé
÷àñòè ïîëóãðóïïû â ÿâíîì âèäå. Ýòà òåìàòèêà îòíîñèòñÿ ê àêòóàëüíûì ïðîáëåìàì
ñîâðåìåííîé òåîðèè ñèëüíî-íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðíûõ ïîëóãðóïï.

Ïðîáëåìàì êîíñòðóêöèè ìàòðèöû Ãðèíà ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ïîñâÿùåíû ðàáîòû Ñ.Ä. Ýéäåëüìàíà, À.Ã.Êîñòþ÷åíêî, Ñ.Ä. Èâàñèøåíà, Ê.Õ.
Áîéìàòîâà, Î.À. Îëåéíèêà, À. Ôðèäìàíà, Î.À. Ëàäûæåíñêîé, Í.Í. Óðàëüöåâîé è
äðóãèõ àâòîðîâ. Îäíàêî èññëåäîâàíèþ ýòèõ ïðîáëåì äëÿ ïîçèòèâíûõ ìàòðè÷íûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïîñâÿùåíî ñðàâíèòåëüíî ìàëî ðàáîò.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷åíû ñèëüíî ïîçèòèâíûå ìàòðè÷íûå ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå
îïåðàòîðû â Lp - ïðîñòðàíñòâàõ. Èññëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ àñèìïòîòèê
äèôôåðåíöèàëüíûõ è ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, äàëåêèõ îò
ñàìîñîïðÿæåííûõ, ÿâëÿåòñÿ íîâûì àêòóàëüíûì íàïðàâëåíèåì òåîðèè
íåñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ è áåðåò íà÷àëî ñ ðàáîò Ì.Ñ. Àãðàíîâè÷à, À.Ñ.
Ìàðêóñà, Ê.Õ. Áîéìàòîâà, À.Ã. Êîñòþ÷åíêî, Ã.Â. Ðîçåíáëþìà, À.Í. Êîæåâíèêîâà.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà íåñàìîñîïðÿæåííîãî
ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà, àññîöèèðîâàííîãî ñ íåêîýðöèòèâíîé áèëèíåéíîé ôîðìîé.
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Ñïåêòðàëüíàÿ àñèìïòîòèêà ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ
íåãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè, çàäàííûõ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, â îñíîâíîì,
èññëåäîâàëàñü âàðèàöèîííûì ìåòîäîì. Ïðèìåíåíèå òàóáåðîâûõ ìåòîäîâ â èññëåäîâàíèè
ñïåêòðàëüíûõ àñèìïòîòèê äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ îáû÷íî ïðèâîäèëî ê
íåêîòîðûì æåñòêèì îãðàíè÷åíèÿì íà ãëàäêîñòü êîýôôèöèåíòîâ èññëåäóåìîãî
îïåðàòîðà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå òàóáåðîâîì ìåòîäîì èññëåäóåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ
àñèìïòîòèêà âûðîæäàþùåãîñÿ ýëëèïòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ
íåãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè.

Îñíîâíàÿ öåëü äèññåðòàöèè:
� èññëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ìàòðè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ è
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ äàëåêèõ îò ñàìîñîïðÿæåííûõ;
� ïîëó÷åíèå óñëîâèÿ ïîçèòèâíîñòè, m - àêêðåòèâíîñòè èññëåäóåìûõ îïåðàòîðîâ;
� îöåíêà ðåçîëüâåíòû;
� èññëåäîâàíèå ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ, ïîðîæäåííûõ ñèñòåìàìè
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â âåñîâûõ Lp - ïðîñòðàíñòâàõ, 1 ≤ p < ∞
è â ïðîñòðàíñòâàõ íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé, çàäàííûõ â Rn (èëè íà êîìïàêòíîì
ìíîãîîáðàçèè);
� ïîëó÷åíèå óñëîâèÿ ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè (è àíàëèòè÷íîñòè) îïåðàòîðíûõ
ïîëóãðóïï, ïîðîæäåííûõ m - àêêðåòèâíûìè ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè;
� ïîëó÷åíèå èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ýòèõ ïîëóãðóïï, àñèìïòîòè÷åñêè
âûäåëÿþùèõ èõ ãëàâíûé ÷ëåí ïðè t → 0 èëè Rez → 0;
� ïîëó÷åíèå àñèìïòîòèêè ÷èñëà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé óêàçàííûõ êëàññîâ
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ;
� ïîëó÷åíèå àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ,
çàäàííûõ íà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ;
� èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1, λ2, ... äëÿ
ìàòðè÷íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà íà îòðåçêå, ñî ñòåïåííûì
âûðîæäåíèåì, â ñëó÷àå, êîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåïðîñòûå;
� èññëåäîâàíèå ïîëíîòû ñèñòåìû êîðíåâûõ âåêòîð-ôóíêöèé ðàññìàòðèâàåìûõ
îïåðàòîðîâ è âîçìîæíîñòü ñóììèðóåìîñòè ïî ýòîé ñèñòåìå ìåòîäîì Àáåëÿ ñî ñêîáêàìè;
� ïîëó÷åíèå àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, íî â ñëó÷àå
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íåñòåïåííîãî âûðîæäåíèÿ;
� èññëåäîâàíèå àñèìïòîòèêè âçâåøåííîãî ñëåäà ñàìîñîïðÿæåííûõ ìàòðè÷íûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ íåãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè â ìíîãîìåðíîé îáëàñòè;
�èññëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ íåñàìîñîïðÿæåííûõ âûðîæäåííî-ýëëèïòè÷åñêèõ
ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ.
Â ðàáîòå íàìè èñïîëüçîâàí ìåòîä êîíñòðóêöèè ýëëèïòè÷åñêîé è ïàðàáîëè÷åñêîé

ìàòðèöû Ãðèíà, âûäåëÿþùèé àñèìïòîòè÷åñêè â ÿâíîì âèäå ãëàâíûé ÷ëåí ðåçîëüâåíòû
èëè ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëóãðóïïû.

Ïðè èññëåäîâàíèè ñïåêòðàëüíûõ àñèìïòîòèê äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è
âû÷èñëåíèè àñèìïòîòèêè âçâåøåíîãî ñëåäà èñïîëüçîâàííûé íàìè ìåòîä ÿâëÿåòñÿ
ìîäèôèêàöèåé òàóáåðîâà ïîäõîäà Êîñòþ÷åíêî-Áîéìàòîâà.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è èõ íîâèçíà.

Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû:
� âûäåëåí øèðîêèé êëàññ m- àêêðåòèâíûõ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ
ìàòðè÷íûìè ñèìâîëàìè, ïîðîæäàþùèå ñèëüíî-íåïðåðûâíûå ïîëóãðóïïû â áàíàõîâûõ
Lp - ïðîñòðàíñòâàõ ñ âåñîì, 1 ≤ p < ∞ â Rn;
� ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà, âûäåëÿþùàÿ ãëàâíûé ÷ëåí ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èíôèíèòåçèìàëüíîãî ïðîèçâîäÿùåãî îïåðàòîðà
A ïðè ëþáûõ 1 ≤ p < ∞;
� â ñëó÷àå ñàìîñîïðÿæåííûõ ãåíåðàòîðîâ, ïðè p = 2, èññëåäîâàíà òàêæå àñèìïòîòèêà
âçâåøåííîãî ñëåäà;
� ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè óêàçàííîé ïîëóãðóïïû;
� ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëóãðóïï, âûäåëÿþùåå åå ãëàâíûé ÷ëåí
àñèìïòîòè÷åñêè ïðè t → 0 (Re z → 0);
� èçó÷åíû òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå àíàëèòè÷åñêèå ïîëóãðóïïû, ïîðîæäàåìûå
óêàçàííûìè âûøå îïåðàòîðàìè;
� òàêèå æå èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäåíû òàêæå è â ñëó÷àå îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ íà
êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ áåç êðàÿ;
� èññëåäîâàíà ñïåêòðàëüíàÿ àñèìïòîòèêà ýëëèïòè÷åñêèõ ìàòðè÷íûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, äàëåêèõ îò ñàìîñîïðÿæåííûõ, ñî ñòåïåííûì
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âûðîæäåíèåì;
� èññëåäîâàíû âîïðîñû ïîëíîòû ñèñòåìû êîðíåâûõ âåêòîð-ôóíêöèé óêàçàííûõ
îïåðàòîðîâ è âîçìîæíîñòü ñóììèðóåìîñòè ïî ýòîé ñèñòåìå ìåòîäîì Àáåëÿ ñî ñêîáêàìè;
� àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà â ñëó÷àå
íåñòåïåííîãî âûðîæäåíèÿ;
� èññëåäîâàíà àñèìïòîòèêà âçâåøåííîãî ñëåäà ìàòðè÷íûõ âûðîæäåííî-ýëëèïòè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ìíîãîìåðíîé îáëàñòè;
� â ðàáîòå âïåðâûå ðàçðàáîòàíà òàóáåðîâà ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ
àñèìïòîòèê ñàìîñîïðÿæåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ íåãëàäêèìè
êîýôôèöèåíòàìè, çàäàííûìè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè;
� ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû.
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé
ðåçóëüòàòû ìîãóò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøèõ òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé
â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ è ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
äàëåêèõ îò ñàìîñîïðÿæåííûõ (èëè çàäàííûõ â áàíàõîâûõ Lp - ïðîñòðàíñòâàõ
ñ âåñîì), â òåîðèè ñèëüíî-íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðíûõ ïîëóãðóïï, ïîðîæäåííûõ
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè è â òåîðèè ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé
ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, ïðè ïîñòðîåíèè ìàòðèöû Ãðèíà.
Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû â ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ÌÈÐÀÍ èì. Â.À. Ñòåêëîâà, ËÃÓ, ÈÌ ÀÍ
Ðåñï. Àçåðáàéäæàí, ÈÌ ÍÀÍ Óêðàèíû è ò.ä.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü
íà âñåñîþçíûõ è ðåñïóáëèêàíñêèõ êîíôåðåíöèÿõ (ã. Äóøàíáå, 1987, ã. Óôà,
1989, ã.Ëåíèíàáàä, 1990,ã.Êóðãàí-òþáå, 1991, ã. Êóëÿá, 1991, ã. Êàðàãàíäà,
1991, ã. Êèåâ, 1992), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî "Äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì ñ ñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè"(Äóøàíáå, 1996), Ìåæäóíàðîäíûõ
êîíôåðåíöèÿõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ (ßêóòñê 2001, 2004, 2007),
Ñèáèðñêîì êîíãðåññå ïî ïðèêëàäíîé è èíäóñòðèàëüíîé ìàòåìàòèêå ÈÍÏÐÈÌ-2000
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(Íîâîñèáèðñê, 2000), Ìåæäóíàðîäíîì Ðîññèéñêî-Óçáåêñêîì ñèìïîçèóìå "Óðàâíåíèÿ
ñìåøàííîãî òèïà è ðîäñòâåííûå ïðîáëåìû àíàëèçà è èíôîðìàòèêè"(Íàëü÷èê 2003),
Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Íåêîððåêòíûå è îáðàòíûå çàäà÷è", ïîñâÿùåííîé
70-ëåòèþ àêàäåìèêà Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâà (Íîâîñèáèðñê 2002), Ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè ïî "Äèôôåðåíöèàëüíûì è èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ñèíãóëÿðíûìè
êîýôôèöèåíòàìè"(Äóøàíáå 2003), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ôóíêöèîíàëüíûå
ïðîñòðàíñòâà, òåîðèÿ ïðèáëèæåíèÿ, íåëèíåéíûé àíàëèç", ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ
àêàäåìèêà Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî (Ìîñêâà, 23-29 ìàÿ 2005), Ðåñïóáëèêàíñêîé íàó÷íîé
êîíôåðåíöèè "Êîìïëåêñíûé àíàëèç è íåêëàññè÷åñêèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé"(Äóøàíáå, 2007), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ, òåîðèÿ ôóíêöèé è ïðèëîæåíèÿ", ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ
àêàäåìèêà È.Í. Âåêóà (Íîâîñèáèðñê, 28 ìàÿ- 2 èþíÿ 2007), Ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, òåîðèÿ
ïðèáëèæåíèé", ïîñâÿùåííîé 100 - ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà Ñ.Ë. Ñîáîëåâà
(Íîâîñèáèðñê, 5-12 îêòÿáðÿ 2008) è íà ðÿäå äðóãèõ êîíôåðåíöèé.

Íà ðàçëè÷íûõ ñòàäèÿõ âûïîëíåíèÿ ðàáîòà îáñóæäàëàñü íà ñåìèíàðå ïîä
ðóêîâîäñòâîì ïðîô. À.Ã. Êîñòþ÷åíêî è ïðîô. À.À. Øêàëèêîâà ( Ìîñêâà, ÌÃÓ
èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 1991,2002), ñåìèíàðå ïî ìàòåìàòè÷åñêèì ïðîáëåìàì ìåõàíèêè
è ñïëîøíûõ ñðåä, ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ Â.Í. Ìîíàõîâà è ÷ë.-êîðð.
ÐÀÍ Ï.È. Ïëîòíèêîâà (Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ,
2005 ), ñåìèíàðå îòäåëà òåîðèè ôóíêöèé, ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í., ïðîô. À.È.
Êîæàíîâà (Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, 2003,2005), ñåìèíàðå
ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô-ì.í.,
ïðîô. Ì.Â. Ôîêèíà è ä.ô.-ì.í., ïðîô. Â.Ñ. Áåëîíîñîâà (Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè
èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ,2005), ñåìèíàðå Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ßêóòñêîãî
ãîñóíèâåðñèòåòà, ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í., ïðîô. È.Å. Åãîðîâà (2005, 2009) ,
îáüåäèíåííîì ñåìèíàðå Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÀÍ Ðåñï. Òàäæèêèñòàí ( 2001-2007),
ñåìèíàðå êàôåäðû îáùåé ìàòåìàòèêè Ìèðíèíñêîãî ïîëèòåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà ( 1999-
2009), ñåìèíàðå "Óðàâíåíèÿ Ñîáîëåâñêîãî òèïà"êàôåäðû "Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè", ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í.,ïðîô. Ã.À. Ñâèðèäþêà (ã. ×åëÿáèíñê, Þæíî-
Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåíûé óíèâåðñèòåò, 2009).
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Ïóáëèêàöèè.
Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî áîëåå 50 ðàáîò. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

ñîäåðæàòñÿ â 29 ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Èç
ñîâìåñòíûõ ïóáëèêàöèé â äèññåðòàöèîííóþ ðàáîòó âêëþ÷åíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå
íåïîñðåäñòâåííî àâòîðîì.

Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà àíàëèòè÷åñêîé âåäîìñòâåííîé öåëåâîé ïðîãðàììîé
"Ðàçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû (2009 -2010 ãîäû)", ìåðîïðèÿòèå 2 (êîä
ïðîåêòà 3443).
Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì ðàáîòû - 234
ñòðàíèöû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 136 íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ââåäåíèå íîñèò îáçîðíûé õàðàêòåð. Îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè,
äàåòñÿ àíàëèç èìåþùèõñÿ â ëèòåðàòóðå ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåíî êðàòêîå ñîäåðæàíèå
äèññåðòàöèè.
Ïåðâàÿ ãëàâà, ñîñòîÿùàÿ èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ, ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ
ñèëüíî íåïðåðûâíûõ ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ, ïîðîæäåííûå ñèñòåìàìè
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â âåñîâûõ Lp ïðîñòðàíñòâàõ, 1 ≤ p < ∞ è
â ïðîñòðàíñòâàõ íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé, çàäàííûõ â Rn (è íà êîìïàêòíîì
ìíîãîîáðàçèè).
Ïåðâûé ïàðàãðàô èìååò ââîäíûé õàðàêòåð, â íåì ïðèâîäèòñÿ ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ
ðåçóëüòàòîâ.
Âòîðîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí îöåíêàì íîðì íåêîòîðûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ,
íåîáõîäèìûõ äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ òåîðåì ïðèâåäåíû â òðåòüåì ïàðàãðàôå.
Ïóñòü k(x) (x ∈ Rn) - âåñîâàÿ ôóíêöèÿ â Rn, Hp,k, 1 ≤ p < +∞ - ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-
ôóíêöèé u(x) = (u1(x), . . . , ul(x))′, ñ êîíå÷íîé íîðìîé

|u|Hp,k
= (

l∑
j=1

∫

Rn

kp(x)|uj(x)|pdx)1/p.

Äëÿ p = +∞, Hp,k îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-ôóíêöèé u(x), ñ êîíå÷íîé
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íîðìîé
|u|H∞,k

= max
j=1,...,l

{vrai sup
x∈Rn

|k(x)uj(x)|}.

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå Hp,k = Lp,k(R
n)l, 1 ≤ p < +∞ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé

îïåðàòîð (ï.ä.î) ñ τ -ñèìâîëîì:

(A0u)(x) = (2π)−n

∫

Rn

(

∫

Rn

eis(x−y)a(τx + (1− τ)y, s)u(y)dy)ds,

ãäå 0 ≤ τ ≤ 1, a ñèìâîë
a(x, s) ∈ C∞(Rn ×Rn; EndCl),

è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
(1 + |s|)ε ≤ Ma′(x, s), (1)

|Dα
s Dβ

xa(x, s)| ≤ Mαβa′(x, s)1−θ|α|, α + β 6= 0. (2)

Çäåñü a′(x, s) îáîçíà÷àåò íèæíþþ ãðàíü ìàòðèöû Rea(x, s), à ε, θ > 0. Ïîä íîðìîé |b|
ìàòðèöû b ∈ EndCl ïîíèìàåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ÷èñåë |bh|Cl , ãäå h ïðîáåãàåò åäèíè÷íóþ
ñôåðó â Cl, à |h|Cl = (

l∑
i=1

|hi|2)1/2.
Ñíà÷àëà ñôîðìèðóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû â ñëó÷àå p=2.
Îïåðàòîð A′

0 - ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó A0 çàäàåòñÿ ïî ôîðìóëå

(A′
0u)(x) = (2π)−n

∫

Rn

(

∫

Rn

eis(x−y)a∗(τy + (1− τ)x, s)u(y)dy)ds.

Èìååì
(A0u, v) = (u,A′

0v), ∀u, v ∈ C∞
0 (Rn)l,

ãäå
(f1, f2) =

∫

Rn

< f1(x), f2(x) >Cl dx

- ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H2. Ýòèì îáîçíà÷åíèåì ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òàêæå è äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ f1, f2 ∈ L1,loc(R

n)l, äëÿ êîòîðûõ èíòåãðàë àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.
Îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïåðâîé ãëàâû çàêëþ÷àåòñÿ â âûäåëåíèè äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèé íà ñèìâîë a(x, s), ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ çàìûêàíèå A2 â H2 îïåðàòîðà
A0, D(A0) = C∞

0 (Rn)l, áóäåò êâàçè-m-àêêðåòèâíûì îïåðàòîðîì â H2.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1), (2). Òîãäà A = A2 - êâàçè-m-àêêðåòèâíûé
îïåðàòîð â H2.
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Ïðèìåð 1. a(x, s) = (1 + |s|2)η + 1 + |x|+ i|x|2, ãäå η > 0.
Â ëèòåðàòóðå, â îñíîâíîì, äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èññëåäîâàíû óñëîâèÿ
ïîëóîãðàíè÷åííîñòè è ñóùåñòâåííîé ñàìîñîïðÿæåííîñòè ìèíèìàëüíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ è ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Óñëîâèÿ m-
ñåêòîðèàëüíîñòè è m-àêêðåòèâíîñòè â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èçó÷åíû
ìåíåå àêòèâíî.
Çàìåòèì, ÷òî â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå 1, îïåðàòîð A íå áóäåò m-ñåêòîðèàëüíûì
îïåðàòîðîì â H2.
Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ m-ñåêòîðèàëüíîñòè ï.ä.î. ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òåîðåìå.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1), (2). Ïóñòü êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî

X = {< a(x, s)h, h >Cl : x, s ∈ Rn, h ∈ Cl},

ðàñïîëîæåíî â ñåêòîðå

S = {z ∈ C : |arg z| ≤ ν}, 0 ≤ ν < π/2.

Òîãäà A − m-ñåêòîðèàëüíûé îïåðàòîð â H2. Îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ
èíôèíèòåçèìàëüíûì ïðîèçâîäÿùèì îïåðàòîðîì àíàëèòè÷åñêîé ïîëóãðóïïû
e−zA, z ∈ S ′,

S ′ = {z ∈ C : |arg z| < ν ′}, ν ′ < π/2− ν.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòà îá èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ïîëóãðóïï e−tA, e−zA

ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè θi(t), ψij(x), ϕij(x); i, j = 1, 2, . . ..
Ôóíêöèè θi ∈ C∞

0 (2−i−1, 2−i+1), i = 1, 2, . . . è îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

sup
i=1,2,...

|θ′i(t)| ≤ Mt−1,

+∞∑
i=1

θi(t) ≡ 1 (0 < t < 1/2).

Ôóíêöèè ψij, ϕij ∈ C∞
0 (Rn) - íåîòðèöàòåëüíûå,

+∞∑
j=1

ϕij(x) ≡ 1,

è ôóíêöèÿ ψij(x) îáðàùàåòñÿ â 1 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè suppϕij. Âûïîëíÿþòñÿ òàêæå
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

|diamsupp ψij| ≤ M2−νi, |Dα
xψij(x)|+ |Dα

xϕij(x)| ≤ Mα2ν|α|i,
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ãäå ν > 0 - íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå íàïåðåä çàäàííîå ÷èñëî.
Ïîëîæèì

J(z) =
+∞∑
i,j=1

θi(Re z)ψijJij(z)ϕij, 0 < |Re z| < 1

2
,

ãäå Jij(z) - ï.ä.î. â Rn ñ "ïîñòîÿííûì"ñèìâîëîì

Jij(z; s) = e−za(xij ,s),

à xij ∈ suppϕij - ôèêñèðîâàííûå òî÷êè; ψij, ϕij îáîçíà÷àþò îïåðàòîðû óìíîæåíèÿ
ñîîòâåòñòâåííî íà ôóíêöèè ψij(x), ϕij(x).
Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1), (2). Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ν, T > 0

èìååò ìåñòî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

e−tA = J(t) +

t∫

0

J(t− t′)Φ(t′)dt′, 0 < t < T,

ãäå îïåðàòîðíàÿ ôóíêöèÿ Φ(t) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖Φ(t)‖H2→H2 ≤ Mt−κ, 0 < t < T,

ñ íåêîòîðûì κ ∈ (0, 1). Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 2 ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

e−zA = J(z) +

z∫

0

J(z − z′)Φ(z′)dz′, 0 < |z| < T, z ∈ S ′,

ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ïðÿìîëèíåéíîìó îòðåçêó, à Φ(z) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖Φ(z)‖H2→H2 ≤ M |z|−κ, 0 < |z| < T, z ∈ S ′.

Îïåðàòîð-ôóíêöèÿ Φ(t) ñòðîèòñÿ â âèäå ðÿäà

Φ(t) =
+∞∑
j=1

Kj(t),

ãäå K1(t) = −( d
dt

+A)J(t), à îñòàëüíûå Kj(t) îïðåäåëÿþòñÿ ïî èíäóêöèè:

Kj+1(t) =

t∫

0

K1(t− t′)Kj(t
′)dt′, j = 1, 2, . . . .

ßäðî Γ(t; x, y) îïåðàòîðà e−tA ïî îïðåäåëåíèþ åñòü ìàòðèöà Ãðèíà ïàðàáîëè÷åñêîé
çàäà÷è

u′(t, x) = −Au(t, x),
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u(0, x) = g(x).

Òàêèì îáðàçîì, íàìè ïîëó÷åíà êîíñòðóêöèÿ ìàòðèöû Ãðèíà óêàçàííîé ïàðàáîëè÷åñêîé
çàäà÷è.
Èññëåäîâàíèþ ìàòðèöû Ãðèíà ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷, ãäå A - ýëëèïòè÷åñêèé
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïîñâÿùåíî äîâîëüíî
áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò.
Ñëó÷àé ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà A ñ ðàñòóùèìè êîýôôèöèåíòàìè èçó÷àëñÿ â ðàáîòàõ
À.Ã.Êîñòþ÷åíêî.
Íåêîòîðûå àñïåêòû Lp-òåîðèè ïîëóãðóïï ïîðîæäåííûõ ýëëèïòè÷åñêèìè
äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè
èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Â.Ô.Êîâàëåíêî, Þ.À. Ñåìåíîâà.
Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâîé ãëàâå ñëó÷àé m-ñåêòîðèàëüíûõ (è òåì áîëåå ñëó÷àé êâàçè-
m-àêêðåòèâíûõ) ñèñòåì ï.ä.î. ðàññìàòðèâàåòñÿ âïåðâûå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå.
Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå ðåçóëüòàòîâ äëÿ Lp-ïðîñòðàíñòâ Hp ñ âåñîì.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

|s||γ||Dα+γ
s Dβ

xa(x, s)| ≤ Mα,βa′(x, s)1−θ|α|, 0 6= |γ| ≤ n. (3)

Îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôóíêöèè k(x) âñþäó â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ

k(x)

k(y)
≤ M(1 + |x− y|N), x, y ∈ Rn, (4)

ãäå M,N > 0 - äîñòàòî÷íî áîëüøèå ÷èñëà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ap,k, 1 ≤ p < +∞ çàìûêàíèå â Hp,k îïåðàòîðà A0 ñ îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ D(A0) = C∞

0 (Rn)l. Ñóùåñòâîâàíèå çàìûêàíèÿ Ap,k ñòàíäàðòíûì îáðàçîì
âûâîäèòñÿ èç òîãî ôàêòà, ÷òî ïîñòðîåííûé âûøå ï.ä.î. A′

0 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì,
ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííûì ê A0.
Âñþäó â äàëüíåéøåì, êîãäà ðå÷ü èäåò î ñëó÷àÿõ p = 1 è p = +∞, ìû, êàæäûé ðàç
äîïîëíèòåëüíî íå îãîâàðèâàÿ ýòî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:
ñåìåéñòâî âåêòîð-ôóíêöèé

Ωη,t(x) =

∫

Rn

eisxe−ta(η,s)ds, η ∈ Rn, 0 < t <
1

2
(5)

îáðàçóåò îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â L1(R
n).
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Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì óñëîâèåì è ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ñåìåéñòâî
îïåðàòîðîâ e−tAη , 0 < t < 1

2
, η ∈ Rn, ãäå Aη - ï.ä.î. â Rn ñ ñèìâîëîì a(η, s), îáðàçóåò

ñèëüíî íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóïïó â L1(R
n)l, (u â L∞(Rn)l), ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííóþ ïî

η ∈ Rn. Î÷åâèäíî, ÷òî áåç ýòîãî óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ íàøèõ òåîðåì
íå áóäóò âåðíûìè ïðè p = 1, +∞.
Êîãäà ðå÷ü èäåò îá àíàëèòè÷åñêèõ ïîëóãðóïïàõ ïðè p = 1, +∞ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:
ñåìåéñòâî âåêòîð-ôóíêöèé

Ωη,z(x) =

∫

Rn

eisxe−za(η,s)ds, η ∈ Rn, z ∈ S, |z| < T (6)

îáðàçóåò îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå L1(R
n)l.

Çäåñü S îáîçíà÷àåò ñåêòîð èç ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâî
X, îïðåäåëåíèå êîòîðîãî äàíî â òåîðåìå 2.
Òåîðåìà 4. Îïåðàòîð −Ap,k, 1 ≤ p < +∞ ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì îïåðàòîðîì
ñèëüíî íåïðåðûâíîé ïîëóãðóïïû â Hp,k. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ν, T > 0 ñïðàâåäëèâî
ïðåäñòàâëåíèå

e−tAp,k = J(t) +

t∫

0

J(t− t′)Φ(t′)dt′, 0 < t < T,

ãäå îïåðàòîð-ôóíêöèÿ Φ(t) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖Φ(t)‖Hp,k→Hp,k
≤ Mt−κ, 0 < t < T,

ñ íåêîòîðûì κ ∈ (0, 1). Åñëè ìíîæåñòâî

X ⊂ S = {z ∈ C : |arg z| ≤ ν}, 0 ≤ ν < π/2,

òî
e−zAp,k , z ∈ S ′ = {z ∈ C : |arg z| ≤ ν ′}, ν ′ < π/2− ν,

åñòü àíàëèòè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà è èìååò ìåñòî

e−zAp,k = J(z) +

z∫

0

J(z − z′)Φ(z′)dz′,

ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ïðÿìîëèíåéíîìó îòðåçêó, ñîåäèíÿþùåìó òî÷êè 0, z, à
îïåðàòîðíàÿ-ôóíêöèÿ Φ(z) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖Φ(z)‖Hp,k→Hp,k
≤ M |z|−κ, z ∈ S ′, |z| < T.
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Êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

u′t(t, x) = ∆u(t, x), u(0, x) = g(x),

óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4 íå èìååò ìåñòà â ïðîñòðàíñòâå H∞,k óæå äëÿ k(x) ≡ 1.
Èìååì

u(t, x) =

∫

Rn

Γ(t, x− y)g(y)dy,

ãäå
Γ(t, ξ) = (4πt)−

n
2 e−

|ξ|2
4t .

Åñëè g ∈ C(Rn), òî
lim

t→+0
|u(t, x)− g(x)|

L∞(ØR)
= 0,

äëÿ ëþáîãî øàðà ØR ðàäèóñà R. Îäíàêî ýòà ñõîäèìîñòü âîîáùå ãîâîðÿ, íå áóäåò
ðàâíîìåðíîé â Rn.
Â ýòîé ñâÿçè íàìè ââîäèòñÿ ïðîñòðàíñòâî C0

k(Rn)l âåêòîð-ôóíêöèé u(x) ∈ L∞,k(R
n)l

íåïðåðûâíûõ â Rn è óäîâëåòâîðÿþùèõ îöåíêå
k(x)|u(x)| =o(1), x →∞.

Â C0
k(Rn)l ââîäèòñÿ òàêàÿ æå íîðìà, êàê L∞,k(R

n)l. Â ðåçóëüòàòå C0
k(Rn)l ïðåâðàùàåòñÿ

â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

◦
A∞,k çàìûêàíèå â C0

k(Rn)l îïåðàòîðà A0, D(A0) = C∞
0 (Rn)l.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò â íåêîòîðîì ñìûñëå âîñïîëíÿåò ïðîáåë â òåîðåìå 4, ñâÿçàííûé
ñî ñëó÷àåì p = +∞.
Òåîðåìà 5. Îïåðàòîð −

◦
A∞,k ïîðîæäàåò ñèëüíî íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóïïó â C0

k(Rn)l.
Ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ÷èñåë ν, T > 0 ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

e−t
◦
A∞,k = J(t) + (J ∗ Φ)(t), 0 < t < T,

ãäå îïåðàòîð-ôóíêöèÿ Φ(t) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖Φ(t)‖C0
k(Rn)l→C0

k(Rn)l ≤ Mt−κ, 0 < t < T, κ ∈ (0, 1).

Åñëè X ⊂ S, òî îïåðàòîð
◦
A∞,k ïîðîæäàåò àíàëèòè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó e−z

◦
A∞,k , z ∈ S ′

è âåðíî ïðåäñòàâëåíèå

e−z
◦
A∞,k = J(z) +

z∫

0

J(z − ω)Φ(ω)dω, z ∈ S ′, 0 < |z| < T,
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ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ïðÿìîëèíåéíîìó îòðåçêó. Èìååò ìåñòî îöåíêà

‖Φ(z)‖C0
k(Rn)l→C0

k(Rn)l ≤ M |z|−κ, z ∈ S ′, 0 < |z| < T,

ãäå κ ∈ (0, 1).
Â �1.4 íàìè íàéäåíû óñëîâèÿ êîìïàêòíîñòè ïîëóãðóïïû e−tAp,k â ïðîñòðàíñòâå Hp,k,
1 ≤ p < +∞.
Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå

lim
x→∞

a′(x, s) = +∞, (7)

ðàâíîìåðíî ïî s ∈ Rn. Òîãäà îïåðàòîð

(Ap,k + λE)−1 : Hp,k → Hp,k, 1 ≤ p < +∞, (8)

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ Reλ ≥ λ0 > 0.
Â ñëó÷àå ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A íàìè ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà
òàêæå è äëÿ âçâåøåííîãî ñëåäà, ïðè ýòîì îïåðàòîð A âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò íå èìåòü
êîìïàêòíóþ ðåçîëüâåíòó.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(λ), λ > 0 ÷èñëî ñ.ç. îïåðàòîðàAp,k, ðàñïîëîæåííûõ â ïîëóïëîñêîñòè
Re z < λ, ñ ó÷åòîì èõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðàòíîñòåé.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

ρ(λ) = (2π)−n

∫

Rn

∫

Rn

ρ′(x, s; λ)dxds,

ãäå ρ′(x, s; λ) îáîçíà÷àåò ÷èñëî ñ.ç. ìàòðèöû Re a(x, s), íå ïðåâîñõîäÿùèõ λ ñ ó÷åòîì èõ
êðàòíîñòåé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1)-(5), (7). Ïóñòü íàéäåòñÿ ÷èñëî δ > 0 òàêîå,
÷òî

a′(x, s) ≥ c(1 + |x|)δ, (9)

è
ρ(λ) ∼ ρ̃(λ), λ → +∞, (10)

ãäå ρ̃(λ) ∈ C1(R+) - íåêîòîðàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

|(ρ̃(λ))′λ| ≤ Mρ̃(λ).

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî

lim
x→+∞

|(Ima(x, s))(Rea(x, s))−1| = 0 (11)
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ðàâíîìåðíî ïî s ∈ Rn.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 6. Ïðè âûïîëíåíèè ïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèé ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ
ôîðìóëà

N(λ) ∼ ρ(λ), λ → +∞.

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå p = 2, äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû, óñëîâèå (3)
ÿâëÿåòñÿ èçëèøíèì.
Â �1.5 èññëåäîâàíû ï.ä.î. íà êîìïàêòíûõ n-ìåðíûõ C∞-ìíîãîîáðàçèÿõ M áåç êðàÿ è
äëÿ íèõ óñòàíîâëåíû àíàëîã ðåçóëüòàòîâ, ñôîðìóëèðîâàííûõ â òåîðåìàõ 1-5. Ïðè ýòîì
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé k(x) ≡ 1, à ðîëü ïðîñòðàíñòâà C0

k(Rn)l èãðàåò ïðîñòðàíñòâî
C(M)l.
Âî âòîðîé ãëàâå, ñîñòîÿùåé èç ñåìè ïàðàãðàôîâ, èññëåäóþòñÿ ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà
íåñàìîñîïðÿæåííîãî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà A â ïðîñòðàíñòâå Hl = L2(0, 1)l,

àññîöèèðîâàííîãî ñ íåêîýðöèòèâíîé áèëèíåéíîé ôîðìîé.
Ðàññìîòðåíû òàêèå âîïðîñû, êàê ïîëíîòà ñèñòåìû êîðíåâûõ âåêòîð-ôóíêöèé îïåðàòîðà
A â Hl, ñóììèðóåìîñòü ìåòîäîì Àáåëÿ ñî ñêîáêàìè ðÿäîâ Ôóðüå ýëåìåíòîâ f ∈ Hl

ïî ñèñòåìå êîðíåâûõ âåêòîð-ôóíêöèé îïåðàòîðà A, îöåíêà ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà A,
àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A.
Ñ ïîìîùüþ ðåçîëüâåíòíîé îöåíêè èçó÷åíû ñâîéñòâà ðàçðåøèìîñòè íåîäíîðîäíûõ
ãðàíè÷íûõ çàäà÷.
Ñïåêòðàëüíàÿ àñèìïòîòèêà âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ äàëåêèõ îò
ñàìîñîïðÿæåííûõ, èçó÷àëàñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ [1-6]( ñì.ñíîñêó íà ñòð.15) â ñèòóàöèè,
êîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà äåëÿòñÿ íà äâå ñåðèè, îäíà èç êîòîðûõ ëåæèò
âíå óãëà | arg z| ≤ ϕ, ϕ < π, à äðóãàÿ ëîêàëèçóåòñÿ ê ëó÷ó R+. Ýòà ãëàâà ïðèìûêàåò
ê ðàáîòàì [1], [2], [6], â êîòîðûõ íàèáîëåå îáùèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàáîòå [6], ãäå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò

a(t) ∈ Cm([0, 1]; EndCl) (12)

èìååò ïðîñòûå ðàçëè÷íûå ñ.ç. ïðè êàæäîì t ∈ [0, 1].
Íàì óäàëîñü îò âòîðîãî óñëîâèÿ ïîëíîñòüþ îòêàçàòüñÿ, è âìåñòî (12), òðåáóÿ ëèøü,
÷òî a(t) ∈ C([0, 1]; EndCl), îáîáùèòü â �2.1-2.3, â ýòîé ñèòóàöèè âñå îñíîâíûå
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ðåçóëüòàòû ðàáîòû [6-8]. Ðåçóëüòàòû �2.1-2.5 ïðèìûêàþò ê ðàáîòå [7], â êîòîðîé íà a(t)

íàêëàäûâàþòñÿ òàêèå æå óñëîâèÿ, êàê â [6]. Ïðè ìèíèìàëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà a(t) ∈
C([0, 1]; EndCl) ìû îáîáùàåì ðåçóëüòàòû ðàáîòû [7]. Ðåçóëüòàòû �2.2-2.5 ÿâëÿþòñÿ
êà÷åñòâåííî íîâûìè è äàæå ïðè áîëåå ñëàáûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà a(t), êàê â ðàáîòàõ
([6-8], ñì. ñíîñêó), â ëèòåðàòóðå íå áûëè ïîëó÷åíû. Çäåñü èçó÷àþòñÿ ñïåêòðàëüíûå
âîïðîñû çàìêíóòîãî ðàñøèðåíèÿ, êîòîðîå çàäàåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, îòëè÷íûìè
îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Äèðèõëå.
Íàø ìåòîä îñíîâàí íà àïïðîêñèìàöèè a(t) ãëàäêèìè ìàòðè÷íûìè ôóíêöèÿìè
aδ(t). Îäíàêî ê ñîîòâåòñòâóþùåìó îïåðàòîðó Aδ íåïðèìåíèìû îöåíêè ðåçîëüâåíòû,
óñòàíîâëåííûå â ([6], ñì. ñíîñêó), ïîñêîëüêó aδ(t) ìîæåò èìåòü íåïðîñòûå ñ.ç. Ïîýòîìó
íåñêîëüêî ïàðàãðàôîâ ãëàâû ïîñâÿùåíî îöåíêå ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà Aδ. Ïðè
èññëåäîâàíèè àñèìïòîòèêè ñïåêòðà òàêæå ïðèìåíÿåòñÿ ýòîò ìåòîä.
Îïåðàòîð A, çàäàííûé â ãèëáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, ìû íàçîâåì äàëåêèì îò ñàìîñî-
ïðÿæåííîãî, åñëè îí íå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

A = B(E + S), B = B∗, S ∈ σ∞(H). (13)

Çäåñü è äàëåå, ñèìâîë σ∞(H) îáîçíà÷àåò êëàññ ëèíåéíûõ âïîëíå íåïðåðûâíûõ
îïåðàòîðîâ â H; B∗ - îïåðàòîð ñîïðÿæåííûé ê B.
Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ è
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ áëèçêèõ ê ñàìîñîïðÿæåííûì, ò.å. ïðèâîäÿùèõñÿ
ê âèäó (13), â ëèòåðàòóðå äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçó÷åíû . Òàêæå ïîäðîáíî èññëåäîâàíû
ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ýëëèïòè÷åñêèõ ä.î. è ï.ä.î. äàëåêèõ îò ñàìîñîïðÿæåííûõ â
ñëó÷àå, åñëè îíè çàäàíû íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè áåç êðàÿ . Â ñëó÷àå îáëàñòåé
ñ êðàÿìè, ä.î. è ï.ä.î. äàëåêèå îò ñàìîñîïðÿæåííûõ, íà÷àëèñü èçó÷àòñÿ ëèøü
îòíîñèòåëüíî íåäàâíî.
��������
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Â �2.1 ïðèâîäèòñÿ ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.
Â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1)l ðàññìîòðèì áèëèíåéíóþ ôîðìó

A[u, v] =
m∑

i,j=0

1∫

0

< pi(t)aij(t)u
(i)(t), pj(t)v

(j)(t) >Cl dt. (14)

Çäåñü
pi(t) = {t(1− t)}θ+i−m (i = 0,m), θ < m, u(i)(t) =

diu(t)

dti
,

aij ∈ L∞(J ; EndCl) (i, j = 0,m),

ãäå J = (0, 1). Ñèìâîë < , >Cl îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Cl.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç H+ çàìûêàíèå ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ C∞

0 (J) ïî íîðìå

|ϕ|+ = (

∫

J

p2
m(t)|ϕ(m)(t)|2dt +

∫

J

|ϕ(t)|2dt)1/2.

Ïîëîæèì:
H = L2(J), Hl = H⊕ · · · ⊕ H (l − ðàç),

Hl
+ = H+ ⊕ · · · ⊕ H+ (l − ðàç).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî amm(t) ∈ Cm(J̄ ; EndCl) è ìàòðèöà a(t) ≡ amm(t) ïðè êàæäîì
t ∈ J̄ èìååò l - ðàçëè÷íûõ, íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé µ1(t), . . . , µl(t). Òîãäà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû a(t) ìîæíî çàíóìåðîâàòü òàê, ÷òî µj(t), µ

−1
j (t) ∈ Cm(J̄);

j = 1, l.
Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

|aij(t)| ≤ Mtδ(1− t)δ (i + j < 2m), δ > 0, (15)

µj(t) 6∈ S (j = 1, l, t ∈ J̄), (16)

ãäå S ⊂ C - íåêîòîðûé çàìêíóòûé óãîë ñ íà÷àëîì â íóëå.
Ïðè âûïîëíåíèè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå óñëîâèé èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òåîðåìû:
Òåîðåìà 7. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé çàìêíóòûé îïåðàòîð A â Hl, îáëàäàþùèé
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(i) D(A) ⊂ Hl
+, (Au, v) = A[u, v] (∀u ∈ D(A), v ∈ Hl

+),
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(ii) ïðè íåêîòîðîì z0 ∈ C ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé îáðàòíûé

(A− z0E)−1 : Hl → Hl.

Ïóñòü A òàêîé æå îïåðàòîð, êàê â óñëîâèÿõ (i), (ii).
Òåîðåìà 8. Îïåðàòîð A èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð. Ñèñòåìà êîðíåâûõ âåêòîð-
ôóíêöèé îïåðàòîðà A ïîëíà â Hl, ò.å. èõ êîíå÷íûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïëîòíû
â Hl. Ïîðÿäîê ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà A íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëî 1

2m
. Äëÿ ÷èñëà N(λ)

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A, íå ïðåâîñõîäÿùèõ ïî ìîäóëþ λ, ñ ó÷åòîì èõ
êîðíåâûõ êðàòíîñòåé, ñïðàâåäëèâà îöåíêà N(λ) ≤ Mλ1/2m, (λ ≥ 1).
Îòìåòèì, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå ðåçóëüòàòû â ñëó÷àå ñèììåòðè÷åñêîé ôîðìû
(14) õîðîøî èçâåñòíû.
Ïóñòü A òàêîé æå îïåðàòîð, êàê â òåîðåìàõ 7, 8.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîð A : Hl

+ → Hl
−, äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

< Au, v >= A[u, v] (∀u, v ∈ Hl
+).

Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 9. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïî ìîäóëþ λ ∈ S ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå
îáðàòíûå

(A− λE)−1 : Hl
− → Hl

−, (A− λE)−1 : Hl → Hl,

è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(A− λE)−1u = (A− λE)−1u (∀u ∈ Hl).

Ïðè ýòîì Au = Au (∀u ∈ D(A)), è

D(A) = {u ∈ Hl
+ : Au ∈ Hl}.

Ïàðàãðàô 2.2 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó îäíîé ëåììû î ìàòðè÷íûõ ôóíêöèÿõ.
Â �2.3 èññëåäóþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ òåîðåì âòîðîé ãëàâû ïðèâåäåíû â §2.4.
Â §2.5 â ïðåæíèõ îáîçíà÷åíèÿõ, äëÿ îïåðàòîðà A - ñóæåíèå îïåðàòîðà A íà Hl

äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 10. Ðÿä Ôóðüå ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè f ∈ Hl ïî ñèñòåìå êîðíåâûõ âåêòîð-
ôóíêöèé îïåðàòîðà A ñóììèðóåòñÿ ê f ìåòîäîì Àáåëÿ ñî ñêîáêàìè ïîðÿäêà γ = 1

2m
+ε

c äîñòàòî÷íî ìàëûì ε > 0.
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Â §2.6 èccëåäóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A.
Ïóñòü ñ.ç. ìàòðèöû a(t) ëåæàò íà R+ è âíå ñåêòîðà

Φ = {z ∈ C : | arg z| ≤ ϕ}, 0 < ϕ < π.

Ìîæíî âûáðàòü S â âèäå ìàëîãî çàìêíóòîãî ñåêòîðà, êîòîðûé ïðèíàäëåæèò

{0} ∪ {Φ\R+}.

Â ëþáîì òàêîì ñåêòîðå îïåðàòîð A èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ñ.ç. Ïîýòîìó, åñëè îáîçíà÷èòü
÷åðåç λ1, λ2, . . . - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ.ç. îïåðàòîðà A, ëåæàâøèõ â Φ, òî èìååì

lim
j→+∞

arg λj → 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(t) ô.ð.ñ.ç., îïåðàòîð A, ò.å.

N(t) =
∑

|λj |≤t

1.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 11. Äëÿ ôóíêöèè N(t), ïðè t → +∞ ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

N(t) ∼ ct
1

2m

ãäå

c =
1

π

n∑
j=1

1∫

0

ρ−
θ
m (t)µ

− 1
2m

j (t)dt

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â §§2.2 − 2.5, ìû ïðèìåíÿåì â §2.7 äëÿ èññëåäîâàíèÿ
íåîäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå

A[u, v]− µ(u, v) =< F, v >, ∀v ∈ C∞
0 (J)l;

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(i)(0) = αi, u(i)(1) = βi, i = 0, 1, ..., s0 − 1;

ãäå s0 ∈ [m− θ − 1
2
,m− θ + 1

2
] -öåëîå ÷èñëî.

Íàéäåíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè
ðåøåíèÿ â êîòîðîé ó÷àñòâóþò ÷èñëà αi, βi.

18



Ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû äî íåäàâíåãî âðåìåíè áûëè èçâåñòíû òîëüêî â ñëó÷àå
êîýðöèòèâíûõ ôîðì. Ñëó÷àé íåêîýðöèòèâíûõ ôîðì ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ ([6-8], ñì.
ñíîñêó íà ñòð. 15) ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå ñ.ç. ìàòðèöû a(t) - ïðîñòûå è ðàçëè÷íûå, ïðè÷åì
a(t) ∈ Cm.

Ìû æå ïðåäïîëàãàåì ëèøü íåïðåðûâíîñòü ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà.
Îäíîðîäíàÿ îáîáùåííàÿ çàäà÷à Äèðèõëå ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ F ∈ Hl

−

íàéòè u ∈ Hl
+, òàêîé ÷òî

A[u, v]− µ(u, v) =< F, v >, ∀v ∈ C∞
0 (J)l (17).

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å: äëÿ F ∈ Hl
− íàéòè ýëåìåíò

u ∈ Hl
+ òàêîé, ÷òî

A[u, v]− µ(u, v) =< F, v >, ∀v ∈ Hl
+ (18).

Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (18) òåñíî ñâÿçàíî ñ ðàçðåøèìîñòüþ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è: äëÿ
G ∈ Hl

− íàéòè u ∈ Hl
+ òàêîé, ÷òî

A+[u, v]− µ(u, v) =< G, v >, ∀v ∈ Hl
+ (19).

Çäåñü áèëèíåéíàÿ ôîðìà A+[u, v] îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

A+[u, v] =
m∑

i,j=0

1∫

0

< pi(t)a
∗
ij(t)u

(i)(t), pj(t)v
(j)(t) >Cl dt,D[A+] = Hl

+ (20).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ ñïåêòð îïåðàòîðà A. Î÷åâèäíî, ÷òî σ - ÷èñòî òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî ñ
åäèíñòâåííîé âîçìîæíîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé íà áåñêîíå÷íîñòè.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 12. Ïðè ëþáîì µ /∈ σ çàäà÷à (18) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. Ïðè ýòîì ðåøåíèå
u ∈ Hl

+ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó,

|u|+ ≤ Mµ|F |−

ãäå ÷èñëî Mµ íå çàâèñèò îò F.
Ñïåêòð σ1 îïåðàòîðà A∗ ñâÿçàí ñî ñïåêòðîì îïåðàòîðà A ðàâåíñòâîì σ1 = σ, ò.å.,

σ1 = {z ∈ C : z ∈ σ}.

Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 12 èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 13. Ïóñòü µ /∈ σ. Òîãäà çàäà÷à (19) ïðè ëþáîì G ∈ Hl
− èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå u ∈ Hl
+. Ðåøåíèå u ∈ Hl

+ çàäà÷è (19) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|u|+ ≤ M
′
µ|G|− ,

ãäå ÷èñëî M
′
µ íå çàâèñèò îò G.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (18) ïðè µ ∈ σ. Áóäåì ïèñàòü
F⊥L, ãäå F ∈ Hl

−,L ⊂ Hl
+, åñëè < F, v >= 0,∀v ∈ L.

Ìîæíî ïîêàçàòü ÷òî, åñëè µ ∈ σ, òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (18) íåîáõîäèìî
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

F⊥ker(A∗ − µE) (21)

Òåîðåìà 14. Ïóñòü âûïîëíåíî (21), µ ∈ σ. Òîãäà çàäà÷à (18) èìååò ðåøåíèå u ∈ Hl
+

òàêîå, ÷òî
|u|+ ≤ Mµ|F |−;

÷èñëî Mµ íå çàâèñèò îò F.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóùàÿ
Òåîðåìà 15. Ïóñòü G⊥ker(A−µE), µ ∈ σ. Òîãäà çàäà÷à (19) èìååò ðåøåíèå u ∈ Hl

+.

Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|u|+ ≤ M
′
µ|G|−,

ãäå ÷èñëî M
′
µ íå çàâèñèò îò G.

Â êîíöå ýòîãî ïàðàãðàôà èññëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü íåîäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå.
Ïóñòü H+ - ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé y(t) ∈ L2(0, 1), ñ êîíå÷íîé íîðìîé

|y|+ = (

∫

J

|ρθ(t)y(m)(t)|2dt +

∫

J

|y(t)|2dt)
1
2 .

Ðàññìîòðèì áèëèíåéíóþ ôîðìó

B[u, v] =

∫

J

< ρθ(t)a(t)u(m)(t), ρθ(t)v(m)(t) >Cl dt,D[B] = H l
+, (22)

ãäå a(t) ∈ Cm(J ; EndC l). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà a(t)(t ∈ J) èìååò ïðîñòûå
ñ.ç. ðàñïîëîæåííûå âíå íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî ñåêòîðà S ñ íà÷àëîì â íóëå. Íàðÿäó
ñ ôîðìîé (22) áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå ôîðìó

A′[u, v] =

∫

J

< ρθ(t)a∗(t)u(m)(t), ρθv(m)(t) >Cl dt,D[A′] = Hl
+. (23)
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Íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü çàäàíû âåêòîðû
αi, βi ∈ C l, i = 0, ...s0 − 1 ãäå s0 ∈ [m − θ − 1

2
,m − θ + 1

2
) - öåëîå ÷èñëî. Äëÿ F ∈ Hl

−

òðåáóåòñÿ íàéòè ýëåìåíò u ∈ H l
+, óäîâëåòâîðÿþùèé ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u(i)(0) = αi, u
(i)(1) = βi, i = 0, 1, ...s0 − 1, (24)

è ðàâåíñòâó
B[u, v]− µ(u, v) =< F, v >, ∀v ∈ C∞

0 (J)l (25)

Ïóñòü A - òàêîé æå îïåðàòîð, êàê â òåîðåìå 7, ïîñòðîåííûé â ñîîòâåòñòâèè ñ áèëèíåéíîé
ôîðìîé A′[u, v] (23). Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ ñïåêòð îïåðàòîðà A.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 16. Ïóñòü µ /∈ σ. Òîãäà çàäà÷à (24), (25) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈
H l

+ ïðè÷åì

|u|+ ≤ Mµ(|F |− +

s0−1∑
i=0

|αi|Cl +

s0−1∑
i=0

|βi|Cl), (26)

ãäå ÷èñëî Mµ íå çàâèñèò îò F, αi, βi(i = 0, k).

Àíàëîãè÷íî ñ ïðèâëå÷åíèåì òåîðåìû 13 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 17. Ïóñòü µ ∈ σ, F ∈ Hl

−. Òîãäà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ õîòÿ áû îäíîãî ðåøåíèÿ
u ∈ H l

+ çàäà÷è (24), (25) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

(F + µuk − F1)⊥ker(A∗ − µE). (27)

Ïðè ýòîì, åñëè âûïîëíåíî (27), òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿþùåå
íåðàâåíñòâó

|u|+ ≤ M
′
µ(|F |− +

k∑
i=0

|αi|Cl + |βi|Cl),

â êîòîðîì ÷èñëî M
′
µ íå çàâèñèò îò F, αi, βi.(i = 0, k).

Çàìå÷àíèå. Â (27) ýëåìåíò F1 ∈ Hl
−, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

< F1, v >=

∫

J

< ρθ(t)a(t)(βk − αk), ρ
θv(m)(t) >Cl dt, v ∈ Hl

+, θ ∈ (−1/2, 1/2)

Òðåòüÿ ãëàâà, ñîñòîÿùàÿ èç òðåõ ïàðàãðàôîâ, ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ
àñèìïòîòèêè âçâåøåííîãî ñëåäà íåêîòîðûõ êëàññîâ âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ , çàäàííûõ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèþ êîíóñà.
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Â §3.1 ïðèâîäÿòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ è ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà.
Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ êîíóñà . Cl � l-
ìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî.
Ðàññìîòðèì áèëèíåéíóþ ôîðìó:

B[u, v] =
∑

|α|=|β|=j∈I

(ρ2θj àαβψjD
αu,Dβv), u, v ∈ C∞

0 (Ω;Cl).

Çäåñü
α = (α1, α2, . . . , αn) |α| =

n∑
1

αi Dα = (−i)|α|(
∂

∂x1

)α1 . . . (
∂

∂xn

)αn ,

I ⊂ {0, 1, 2, . . . , m} m ∈ I, ρ(x) = dist(x, ∂Ω), |∇ρ(x)| ≤ c

(u, v) =

∫
(u(x), v(x))Cldx

� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H = L2(Ω;Cl).
Îòíîñèòåëüíî ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé ψj(x)(j ∈ I) ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îíè
äèôôåðåíöèðóåìû â Ω ⊂ Rn è äëÿ ëþáîãî (j ∈ I) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

lim
ε→0

sup
ρ(x)≤ε

|∇ψj(x)|ρ(x)

ψj(x)
= 0.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ aαβ(x) ÿâëÿþòñÿ (l × l) � ìàòðèöàìè è
äëÿ âñåõ x, y ∈ Ω, |α| = |β| ∈ I âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|aαβ(x)− aαβ(y)| ≤ K|x− y|τ (K > 0, τ ∈ (0, 1]).

Ïóñòü äëÿ âñåõ |α| = |β| = j ∈ I, x ∈ Ω, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∑
|α|=j

|ζα|2Cl ≤ M
∑

|α|=|β|=j

< aαβ(x)ζα, ζβ >Cl ,

ãäå ÷èñëî M>0 íå çàâèñèò îò x ∈ Ω, {ζα} ⊂ Cl.
×èñëà θj(j ∈ I) ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó [0;+∞) è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:
I. max

j∈I
(j − θj) > 0;

II. åñëè j>k, (j, k∈ I), òî k − θk > j − θj.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç H+ çàìûêàíèå C∞

0 (Ω;Cl) ïî íîðìå

|u|+ =
√

B[u, u] + |u|2.
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Òàê êàê áèëèíåéíàÿ ôîðìà B[ . , . ] ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî ïðîñòðàíñòâî H+

ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(u, v)+ = B[u, v] + (u, v).

Â ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ áèëèíåéíàÿ ôîðìà B[u, v](u, v ∈ H+) îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåò ïîëîæèòåëüíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð À â ïðîñòðàíñòâå H ñî
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè :

D(A
1
2 ) = H+; B[u, v] = (A

1
2 u,A

1
2 v)

äëÿ âñåõ u, v ∈ D(A
1
2 ), ïðè÷åì åñëè u ∈ D(A), òî B[u, v] = (Au, v).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vχ(Ω), ãäå χ ≥ 0, êëàññ ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé l ∈ C1(Ω),
óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó:

|∇l(x)| ≤ χl(x)ρ−1(x)

äëÿ âñåõ x ∈ Ω.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ϕl(λ) (λ ∈ R+

1 , l ∈ Vχ(Ω)) ðàâåíñòâîì

ϕl(λ) = (2π)−n

∫

Ω

l(x)(

∫

Rn

N(λ, x, s)ds)dx,

ãäå N(λ, x, s) � ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, íå áîëüøå ÷åì λ ìàòðèöû

A(x, s) =
∑

|α|=|β|=j∈I

ρ2θj(x)ψj(x)aαβ(x)sα+β.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {Êλ} ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû îïåðàòîðà À, ÷åðåç l � îïåðàòîð
óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ l(x) ∈ Vχ(Ω) â ïðîñòðàíñòâå Í.
Ïîëîæèì, N(λ, l) = spEλ,l, ãäå Eλ,l =

√
lÊλ

√
l.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 18. Ïóñòü âûïîëíåíû ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå óñëîâèÿ è m<θm·n. Òîãäà
íàéäåòñÿ ÷èñëî χ0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ l ∈ Vχ(Ω), ãäå χ ∈ [0, χ0], îïåðàòîð Eλ,l(λ ∈ R+

1 )

ÿâëÿåòñÿ ÿäåðíûì. Åñëè ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ϕl(λ) = O(1)fl(λ), ãäå
ôóíêöèÿ fl(λ) íå óáûâàåò è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ fl(2λ) = O(fl(λ)), (λ → ∞),
òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî µ ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà δ ∈ (µ, 1) èìååò ìåñòî
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íåðàâåíñòâî:

|N(λ, 1)− ϕl(λ)| ≤ Mλµ−δfl(λ) + sup
|λ−t|< 1+λ

2

(ϕl(t + tδ)− ϕl(t)).

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì áèëèíåéíóþ ôîðìó

B[u, v] =

b∫

a

ρ4+ε(x)p1(x)u
′′
(x)v′′(x)dx +

b∫

a

ρ−2ε(x)p2(x)u(x)v(x)dx

Çäåñü ε > 0, p1(x), p2(x) - íåêîòîðûå ôóíêöèè êëàññà Ãåëüäåðà, îãðàíè÷åííûå ñíèçó
è ñâåðõó ïîñòîÿííûìè ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Ñîãëàñíî òåîðåìå 18, îïåðàòîð A

ïîðîæäåííûé ýòîé áèëèíåéíîé ôîðìîé , èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð è äëÿ ôóíêöèè
N(λ) ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ
ôîðìóëà

N(λ) ∼ (2π)−1

b∫

a

(
(λ− p̃2(x))+

p̃1(x)
)

1
4 dx

ãäå

p̃1(x) = ρ4+εp1(x), p̃2(x) = ρ−2ε(x)p2(x)

p+ = max(p, 0)

Â §3.2 ïðèâåäåíû íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî
èññëåäîâàíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû ïðèâåäåíî â §3.3.
×åòâåðòàÿ ãëàâà, ñîñòîÿùàÿ èç øåñòè ïàðàãðàôîâ, ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ
àñèìïòîòèêè ñïåêòðà íåñàìîñîïðÿæåííûõ âûðîæäåííî-ýëëèïòè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà íà îòðåçêå, à òàêæå èññëåäîâàíèþ
ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îäíîãî êëàññà ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ â ìíîãîìåðíîé îáëàñòè.
Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåíà â §4.1.
Ïóñòü h(t) ∈ C1(0, 1) - ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî:

Hl = W 1
2,h(0, 1)l = W 1

2,h(0, 1)× ...×W 1
2,h(0, 1), (l−ðàç)
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ñîñòîÿùåå èç âåêòîð-ôóíêöèè u(t) = (u1(t), ..., ul(t)) îïðåäåëåííûõ íà (0,1) ñ êîíå÷íîé
íîðìîé

|u|+ = (

1∫

0

h(t)|du

dt
|2dt +

1∫

0

|u(t)|2dt)
1
2 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H0
l çàìûêàíèå C∞

0 (0, 1)l â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé íîðìîé. Åñëè l = 1, òî
ïîëîæèì H = Hl è H0 = H0

1

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå Hl = L2(0, 1)l äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

(Pu)(t) = − d

dt
(h(t)R(t)

du

dt
) (28)

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(P ) = {u ∈ H0
l ∩W 2

2,loc(0, 1)l :
d

dt
(h(t)R(t)

du

dt
) ∈ Hl}

Çäåñü W 2
2,loc(0, 1)l = W 2

2,loc(0, 1)×...×W 2
2,loc(0, 1), (l−ðàç), à W 2

2,loc(0, 1) îáîçíà÷àåò êëàññ
ôóíêöèè u(t), (0 < t < 1), òàêèå ÷òî

2∑
i=0

1−ε∫

ε

|u(i)(t)|2dt < +∞, ∀ε ∈ (0, 1/2).

Ïóñòü ôóíêöèÿ h(t) óäâîëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì:

c1t
α(1− t)β ≤ h(t) ≤ M, (29)

|h′(t)| ≤ ctα/2−1+ε1(1− t)β/2−1+ε2 , (30)

ãäå α ≥ 0, β ≥ 0. ×èñëî ε1 = 0, åñëè α 6= 0, è ε1 > 0, åñëè α = 1.
×èñëî ε2 = 0, åñëè β 6= 1, è ε2 > 0, åñëè β = 1.
Îòíîñèòåëüíî R(t) ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

R(t) ∈ C1([0, 1], EndCl),

è ïðè êàæäîì t ∈ [0, 1] ìàòðèöà R(t) èìååò ïðîñòûå íåíóëåâûå êîðíè.
Èòàê, ïóñòü äëÿ h(t), R(t) âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå, è
ñóùåñòâóåò çàìêíóòûé ñåêòîð S ⊂ C ñ âåðøèíîé â íóëå, ñâîáîäíûé îò ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ìàòðèöû R(t), (0 < t < 1).
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Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òåîðåìû:
Òåîðåìà 19. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ìîäóëåé λ ∈ S îïåðàòîð (P − λE) èìååò
íåïðåðûâíûé îáðàòíûé (P − λE)−1 â Hl è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

||(P − λE)−1|| ≤ M |λ|−1,

||h1/2 d

dt
(P − λE)−1|| ≤ M |λ|1/2, (λ ∈ S, |λ| > c)

.
Çäåñü ñèìâîë || || îáîçíà÷àåò íîðìó îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà èç Hl â Hl èëè èç H1 â
H1.

Òåîðåìà 20. Ïóñòü 0 ≤ α < 2, 0 ≤ β < 2. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïî ìîäóëþ
λ ∈ S îïåðàòîð (P − λE)−1 ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì, ïîðÿäêà êîòîðîãî íå
ïðèâîñõîäèò ÷èñëà 1

2
. Ñïåêòð îïåðàòîðà P ñîñòîèò èç èçîëèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé êîíå÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðàòíîñòåé ñ åäèíñòâåííîé âîçìîæíîé ïðåäåëüíîé
òî÷êîé íà áåñêîíå÷íîñòè. Ñèñòåìà êîðíåâûõ âåêòîð-ôóíêöèè îïåðàòîðà P ïîëíà â
ïðîñòðàíñòâå Hl. Ðÿä Ôóðüå ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè f ∈ Hl ïî ñèñòåìå êîðíåâûõ
âåêòîð-ôóíêöèé îïåðàòîðà P ñóììèðóåòñÿ ê f ìåòîäîì Àáåëÿ ñî ñêîáêàìè ïîðÿäêà
γ = 1

2
+ ε ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì ε > 0.

Äëÿ ÷èñëà Ñ(t) ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà P íå ïðåâîñõîäÿùèõ ÷èñëà t (ñ
ó÷åòîì èõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðàòíîñòåé) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Ñ(t) ≤ M(1 + t)
1
2 .

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü ðåçóëüòàò îá àñèìïòîòèêå ñïåêòðà îïåðàòîðà P . Òàê êàê R(t) ∈
C1([0, 1], EndCl), è òî ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ1(t), . . . , µl(t) ìàòðèöû R(t)

ïðîñòûå, òî èõ âñåãäà ìîæíî òàê çàíóìåðîâàòü, ÷òî µj(t) ∈ C1[0, 1], j = 1, . . . , l.
Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ1(t), ..., µν(t) ∈ R+, µν+1(t), ..., µl(t) ∈ C \ Φ, ãäå Φ = {z ∈ C :

|argz| ≤ ϕ}, ϕ ∈ (0, π), à R+ îáîçíà÷àåò ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîñü R+ = {z ∈ C : Rez >

0, Imz = 0}. Çäåñü è äàëåå ôóíêöèÿ argz ïðèíèìàåò çíà÷åíèå íà îòðåçêå (−π, π].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ h(t) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

h(t) ≥ c
′
tβ(1− t)β, c

′
> 0, β < 2,

26



h(t) + |dh(t)

dt
| ≤ Mt−k(1− t)−k, k > 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ1, λ2, ... ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà P ,
ðàñïîëîæåííûõ â óãëå Φ è çàíóìåðîâàííûõ ñ ó÷åòîì èõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðàòíîñòåé.
Îáîçíà÷èì

Λ =
1

π

v∑
j=0

1∫

0

h−
1
2 (t)µ

− 1
2

j (t)dt.

Òåîðåìà 21. Äëÿ ôóíöèè N(t) = card{j; |λj| ≤ t} cïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ
ôîðìóëà

N(t) ∼ Λt
1
2 , t → +∞.

Ïðè ýòîì èìååì
lim

j→+∞
argλj = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 19-21 îñíîâàíû íà íåêîòîðûõ îöåíêàõ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà
A. Ýòè îöåíêè ïðèâåäåíû â §4.2− §4.4.
Â §4.5 èññëåäóåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ àñèìïòîòèêà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïðè
îáùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.
Ðàññìîòðèì â Hl äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð:

P0 = − d

dt
(h(t)R(t)

d

dt
), D(P0) = C∞

0 (0, 1)l

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî h(t), R(t) óäîâëåòâîðÿþò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 21, îäíàêî, â
îòëè÷èå îò ïàðàãðàôà 4.1 çäåñü áóäóò ðàññìîòðåíû äðóãèå ðàñøèðåíèÿ îïåðàòîðà P ,
êîòîðûå íåîáÿçàòåëüíî ìîãóò áûòü çàäàíû ãðàíè÷íûì óñëîâèåì òèïà Äèðèõëå.
Ïóñòü Φ - òàêîé æå óãîë êàê è â òåîðåìå 21, µj(t) ∈ C1[0, 1] � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ìàòðèöû R(t), µ1(t), ..., µν(t) ∈ R+, µν+1(t), ..., µl(t) /∈ Φ.
Ïóñòü P � çàìêíóòîå ðàñøèðåíèå â Hl îïåðàòîðà P0 òàêîå, ÷òî:
1). Ëþáîé çàìêíóòûé ñåêòîð S ⊂ Φ ñ âåðøèíîé â íóëå òàêîé, ÷òî S ∩ R+ñîäåðæèò
êîíå÷íîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà P .
2). Íàéäóòñÿ ÷èñëà ε > 1/2, ψ ∈ (0, ϕ), c > 0 òàêèå, ÷òî îïåðàòîð P−λE íåïðåðûâíî
îáðàòèì ïðè |λ| > c, arg λ = ±ψ è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå
||(P − λE)−1|| ≤ M |λ|−ε, (|λ| > c, arg λ = ±ψ).
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Ïðè âûïîëíåíèè ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå óñëîâèé èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 22. Äëÿ ÷èñëà N(t)ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà P , ðàñïîëîæåííûõ â
óãëå Φ è íå ïðåâîñõîäÿùèõ ïî ìîäóëþ t ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà:

N(t) ∼ ct1/2,

ãäå

c =
1

π

ν∑
j=1

1∫

0

h−
1
2 (t)µ

− 1
2

j (t)dt

Â §4.6 èññëåäóþòñÿ íåêîòîðûå ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îäíîãî êëàññà
íåñàìîñîïðÿæåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì.
Ïóñòü Ω ⊂ Rn - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω êëàññà C∞. Â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå Hl = L2(Ω)l = L2(Ω) × ... × L2(Ω) (l - ðàç), (â ñëó÷àå l = 1 ïîëîæèì
Hl = H) ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

Au = −
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(ρ2θ(x)aij(x)q(x)
∂u(x)

∂xi

),

ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ òèïà Äèðèõëå. Îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà âûðîæäåíèÿ θ

ïîëàãàåì, ÷òî 0 ≤ θ ≤ 1. Ôóíêöèÿ ρ(x) îçíà÷àåò ðåãóëÿðèçîâàííîå ðàññòîÿíèå äî
ãðàíèöû îáëàñòè:
ρ(x) ∈ C∞(Ω), ρ(x) ≤ dist{x, ∂Ω} ≤ Mρ(x), |ρ′(x)| ≤ M.

Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ q(x), aij(x) (i, j = 1, n).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

aij(x) ∈ C2(Ω), q(x) ∈ C2(Ω : EndCl).

aij(x) = aji(x), (x ∈ Ω, i, j = 1, n).

Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ýëëèïòè÷íîñòè:

c|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj (x ∈ Ω, ξ ∈ Cn), c > 0.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû q(x) (x ∈ Ω) ðàñïîëîæåíû íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè
R+ ≡ (0; +∞) è âíå óãëà
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Φ = {z ∈ C : |argz| ≤ ϕ}, ϕ ∈ (0, π] :

(Ôóíêöèÿ argz ïðèíèìàåò çíà÷åíèå íà (−π, π]).
Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî W 1

2,θ(Ω) ôóíêöèé y(x)(x ∈ Ω) ñ êîíå÷íîé íîðìîé

||y,W 1
2,θ(Ω)|| = (

n∑
i=1

∫

Ω

ρ2θ(x)|y′xi
(x)|2dx +

∫

Ω

|y(x)|2dx)
1
2 .

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà q(x) ïðè x ∈ ∂Ω èìååò ïðîñòûå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ.
Ïóñòü

◦
W 1

2,θ (Ω) - çàìûêàíèå ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ C∞
0 (Ω) â ïðîñòðàíñòâå W 1

2,θ(Ω).

Çà îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A ïðèìåì êëàññ âåêòîð - ôóíêöèé u(x) ∈ Hl ñ
êîìïîíåíòàìè êëàññà

◦
W 1

2,θ (Ω) ∩W 2
2,loc(Ω) òàêèå, ÷òî

n∑
i,j=1

(ρ2θaijqu
′
xi

)′xj
∈ Hl.

Çàíóìåðóåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ1, ..., µl ìàòðèöû q(x) òàê, ÷òî µj(x) ∈ C(Ω), (j =

1, l) è

µj(x) ∈ R+, ò.å. argµj(x) ≡ 0, (j = 1, ν), µj(x)∈Φ (j = ν + 1, .., l).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ1, λ2, ... ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A èç
óãëà Φ, óïîðÿäî÷åííûõ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ èõ ìîäóëåé.
Ïîëîæèì

N(t) = card{j : |λj| ≤ t}, t > 0

Ïðè âûïîëíåíèè ïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèé èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 23 . Äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ñåêòîðà S ⊂ Φ \ R+ ñ âåðøèíîé â íóëå äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïî ìîäóëþ λ ∈ S îïåðàòîð A − λE íåïðåðûíî îáðàòèì è âåðíà
îöåíêà

||(A− λE)−1|| ≤ MS|λ|−1 (λ ∈ S, |λ| ≥ M ′
S).

Èìååò ìåñòî àñèìòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà
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N(t) ∼ (2π)−nvnt
n
2

∫

Ω

ρ−nθ(x)µ(x)(det(a(x)))−1/2dx,

ãäå vn - îáúåì åäèíè÷íîãî øàðà â Rn,

µ(x) =
ν∑

i=1

µ
−n

2
i (x), a(x) = (akl(x))n

k,l=1.

Ïðè ýòîì

lim
j→+∞

argλj = 0.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü íàó÷íûì êîíñóëüòàíòàì, àêàäåìèêó ÀÍ
Ðåñï. Òàäæèêèñòàí, ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðó Êàìîëèääèíó Õàìðîåâè÷ó Áîéìàòîâó è
ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðó Èâàíó Åãîðîâè÷ó Åãîðîâó çà âíèìàíèå è ïîääåðæêó íà âñåõ
ýòàïàõ ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé.
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