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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ â òóðáóëåíòíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå, à òàêæå óðàâíåíèé êîíâåêòèâ-
íîãî äâèæåíèÿ áèíàðíîé ñìåñè ñ ó÷åòîì ýôôåêòà òåðìîäèôôóçèè è ñèë ïëà-
âó÷åñòè ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ãðóïïîâîãî àíàëèçà.

Àêòóàëüíîñòü ïðîáëåìû. Î÷åíü ìíîãèå òåõíè÷åñêè âàæíûå òå÷åíèÿ
ÿâëÿþòñÿ òóðáóëåíòíûìè. Â òàêèõ òå÷åíèÿõ íà ãëàâíîå äâèæåíèå íàëàãà-
åòñÿ ïóëüñàöèîííîå äâèæåíèå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âîçíèêàåò ïåðåìåøèâàíèå
îòäåëüíûõ ÷àñòåé æèäêîñòè. Ýòî ïóëüñàöèîííîå äâèæåíèå â ñâîèõ äåòàëÿõ
íàñòîëüêî ñëîæíî, ÷òî âîçìîæíîñòü åãî òåîðåòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ
çàòðóäíèòåëüíîé. Ìåæäó òåì ïåðåìåøèâàíèå æèäêîñòè, âûçûâàåìîå ïóëü-
ñàöèîííûì äâèæåíèåì, ïðèäàåò òóðáóëåíòíîìó òå÷åíèþ îñîáåííîñòè, ðåçêî
îòëè÷àþùèå åãî îò ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ. Íàáëþäåíèÿ ïîçâîëÿþò îáíàðó-
æèòü, ÷òî ïðè òóðáóëåíòíîì òå÷åíèè ñêîðîñòü è äàâëåíèå â ôèêñèðîâàííîé
òî÷êå ïðîñòðàíñòâà íå îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè âî âðåìåíè, à î÷åíü ÷àñòî è
î÷åíü íåðàâíîìåðíî èçìåíÿþòñÿ. Òàêèå èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ, íà-
çûâàåìûå ïóëüñàöèÿìè, ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå õàðàêòåðíûì ïðèçíàêîì òóðáó-
ëåíòíîñòè. Òàê êàê âñëåäñòâèå ñëîæíîñòè ïóëüñàöèîííîãî äâèæåíèÿ ÷èñòî
òåîðåòè÷åñêèé ðàñ÷åò òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íåâîç-
ìîæåí, òî çàêîíîìåðíîñòè ðàçâèòîãî òå÷åíèÿ ïðèõîäèòñÿ èñêàòü ëèøü äëÿ
îñðåäíåííûõ ïî âðåìåíè âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ ýòî äâèæåíèå. Ïîÿâëå-
íèå â óðàâíåíèÿõ îñðåäíåííîãî òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ
ïðîèçâåäåíèå ïóëüñàöèîííûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè, âõîäÿùèõ â ôóíêöèþ òóð-
áóëåíòíîãî òðåíèÿ, äåëàåò èõ íåçàìêíóòûìè. Íà ýòîé ïî÷âå âîçíèêëè ïîëó-
ýìïèðè÷åñêèå òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèå êàê ïðàâèëî äâå ýìïè-
ðè÷åñêè îïðåäåëÿåìûå "êîíñòàíòû òóðáóëåíòíîñòè". Ïëîäîòâîðíîå ðàçâèòèå
ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ñâÿçàíî ñ ðàáîòàìè Ë.Ïðàíäòëÿ (1925), Ê.Òåéëîðà (1915,
1932), À.Í. Êîëìîãîðîâà (1941). Ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå â äàëüíåéøåì
ðàçâèòèè òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè èìåëè ðàáîòû Ë.Ëîéöÿíñêîãî, Ì.Ä. Ìèë-
ëèîíùèêîâà, Ã.Øëèõòèíãà. Êëàññè÷åñêèå îïûòû È. Íèêóðàäçå äàëè îáîñ-
íîâàíèå ïîëóýìïèðè÷åñêèì òåîðèÿì è ñïîñîáñòâîâàëè èõ ðàçâèòèþ. Òåì íå
ìåíåå, äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè òåîðèÿ òóðáóëåíòíîñòè íå ìîãëà îáîéòèñü ïðè
êîëè÷åñòâåííîì àíàëèçå áåç îïûòíûõ êîýôôèöèåíòîâ, äàëåêî íå âñåãäà ÿñ-
íîé ïðèðîäû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñäåëàíà ïîïûòêà èññëåäîâàíèÿ îñíîâíûõ
çàêîíîìåðíîñòåé îñðåäíåííîãî ïðèñòåííîãî òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè
áåç ïðèâëå÷åíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ. À èìåííî, ïðåäëàãàåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàòü ìåòîä ãðóïïîâîãî àíàëèçà äëÿ èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé ìîäåëè
ïëîñêîãî òóðáóëåíòíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ðàñøèðèëñÿ êðóã çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ òàê íàçûâàåìû-
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ìè åñòåñòâåííî- èëè ñâîáîäíîêîíâåêòèâíûìè òå÷åíèÿìè. Åñòåñòâåííàÿ êîí-
âåêöèÿ - îäèí èç âèäîâ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, êîòîðûé èíòåíñèâíî
èçó÷àåòñÿ â ñîâðåìåííîé ôóíäàìåíòàëüíîé ìåõàíèêå æèäêèõ ñðåä. Ýòî ñâÿ-
çàíî ñ ðàçâèòèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà è ñðåäñòâ âû÷èñëèòåëüíîé òåõ-
íèêè. À òàêæå ñ òåì, ÷òî äàííûé âèä òå÷åíèé, âîçíèêàþùèé ïîä äåéñòâè-
åì ñðàâíèòåëüíî ìàëûõ ñèë ïëàâó÷åñòè, âûçâàííûõ ìàëûìè ãðàäèåíòàìè
ïëîòíîñòè æèäêîñòè, ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ïðèðîäíûõ óñëîâèÿõ è òåõíîëî-
ãè÷åñêèõ ïðîöåññàõ, èìåþùèõ øèðîêîå ïðèìåíåíèå è ïîçíàâàòåëüíóþ öåí-
íîñòü. Èìåííî òåðìîêîíöåíòðàöèîííîé êîíâåêöèåé âûçûâàåòñÿ îáðàçîâàíèå
ïðîñòðàíñòâåííî-ðåãóëÿðíîé ïî ãëóáèíå òîíêîé ñòðóêòóðû îêåàíà, àòìîñôå-
ðû ïëàíåò è çâåçä, ìàíòèè Çåìëè è äðóãèõ ãåîôèçè÷åñêèõ ñèñòåì. Êîíâåêòèâ-
íûå òå÷åíèÿ ÷àñòî óïîðÿäî÷åíû è â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ðàçâèòèå
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé åñòåñòâåííîé êîíâåêöèè
ïðèâåëî ê åå âûäåëåíèþ â ñàìîñòîÿòåëüíûé ðàçäåë ìåõàíèêè æèäêîñòè è
ãàçà. Èçó÷åíèþ ìîäåëåé êîíâåêöèè ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò. Ðåçóëüòàòû
èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëàñòè ïðèìåíÿþòñÿ â òåïëîýíåðãåòèêå, ìåòàëëóðãèè,
ìåòåîðîëîãèè, õèìèè, êðèñòàëëîôèçèêå è.ò.ä. Äåéñòâèòåëüíî, òàêèå óñëîæ-
íåííûå ìîäåëè ñ áîëüøåé òî÷íîñòüþ (ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè) îïèñû-
âàþò ðåàëüíûå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû è â ïîñëåäíåå âðåìÿ àêòèâíî èñïîëüçó-
þòñÿ â âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêå. Â ñâÿçè ñ ýòèì ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé
çàäà÷à êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ìîäåëåé ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ãðóï-
ïîâîãî àíàëèçà.

Îòìåòèì, ÷òî ãðóïïîâîé àíàëèç ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáùèì ìåòî-
äîì ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåçàâèñèìî
îò èõ òèïà. Òî÷íûå ðåøåíèÿ âñåãäà èãðàëè è ïðîäîëæàþò èãðàòü îãðîìíóþ
ðîëü â ôîðìèðîâàíèè ïðàâèëüíîãî ïîíèìàíèÿ êà÷åñòâåííûõ îñîáåííîñòåé
ìíîãèõ ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ åñòåñòâîçíàíèÿ. Ýòè ðåøå-
íèÿ ÷àñòî èñïîëüçóþò â êà÷åñòâå òåñòîâûõ çàäà÷ äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè
è îöåíêè òî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ, ïðèáëèæåííûõ è ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ.

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â èçó÷åíèè ãðóïïîâûõ
ñâîéñòâ óðàâíåíèé äâóõ ìîäåëåé ãèäðîäèíàìèêè: òóðáóëåíòíîãî ïîãðàíè÷íî-
ãî ñëîÿ Ïðàíäòëÿ è òåðìîäèôôóçèè ñ ó÷åòîì ñèë ïëàâó÷åñòè, çàâèñÿùèõ îò
äàâëåíèÿ, òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè; ïîñòðîåíèè èíâàðèàíòíûõ ïîäìîäå-
ëåé, èõ èíòåãðèðîâàíèè è ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè íàéäåííûõ ðåøåíèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà ãðóïïîâîãî àíà-
ëèçà è ìåòîäû îáùåé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âïåðâûå ïðîâåäåí ãðóïïîâîé àíàëèç ìîäåëè òóð-
áóëåíòíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ: íàéäåíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è
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ðåøåíà çàäà÷à ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè, îïðåäåëÿ-
þùåé êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå, ïðè óñëîâèè, ÷òî îíà çàâèñèò îò äâóõ ïåðå-
ìåííûõ. Âûïèñàíû íåêîòîðûå èíâàðèàíòíûå ïîäìîäåëè, ÷àñòü êîòîðûõ ïðî-
èíòåãðèðîâàíà â êâàäðàòóðàõ. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå
çàâèñèò ïðîèçâîëüíî òîëüêî îò îäíîé èç ïåðåìåííûõ, ïîñòðîåíà îïòèìàëüíàÿ
ñèñòåìà ïîäàëãåáð Θ1. Íà îïåðàòîðå ðàñòÿæåíèÿ, âîøåäøåì â îïòèìàëüíóþ
ñèñòåìó, ðàññìîòðåíà èíâàðèàíòíàÿ ïîäìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ àâòîìîäåëüíîå
ðåøåíèå. Äëÿ ýòîé ïîäìîäåëè ïîñòàâëåíà êðàåâàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ ðåøåíà
÷èñëåííî, ðåøåíèþ äàíà ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Òàêæå âïåðâûå ïðîâå-
äåí ãðóïïîâîé àíàëèç ìîäåëè òåðìîäèôôóçèè áèíàðíîé ñìåñè ñ ó÷åòîì ñèë
ïëàâó÷åñòè: íàéäåíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è ðåøåíà çàäà÷à ãðóï-
ïîâîé êëàññèôèêàöèè óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùåé ñèëó
ïëàâó÷åñòè. Èñïîëüçîâàíèå ââåäåííîé çàìåíû ïåðåìåííûõ ïîçâîëèëî ñóùå-
ñòâåííî óïðîñòèòü èññëåäóåìóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé. Äëÿ íåêîòîðûõ ïîëó÷åí-
íûõ ñïåöèàëèçàöèé ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùåé ñèëó ïëàâó÷åñòè, íà îïåðàòîðàõ,
äîïóñêàåìûõ èññëåäóåìîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé, ïîñòðîåíû ôàêòîðñèñòåìû,
íàéäåíû èõ òî÷íûå ðåøåíèÿ. Äëÿ äâóõ èç ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ïîñòàâëåíû
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ðåøåíû êðàåâûå çàäà÷è, äàíà èõ ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðå-
òàöèÿ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû íî-
ñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ â ñëå-
äóþùèõ îáëàñòÿõ: ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèé â òóðáóëåíòíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå
è êîíâåêòèâíûõ òå÷åíèé, ãðóïïîâîé àíàëèç äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Ïðîâåäåííîå â ðàáîòå èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé ìîäåëåé òåðìîäèôôóçèè áè-
íàðíîé ñìåñè è òóðáóëåíòíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ âíîñèò âêëàä â êà÷åñòâåí-
íóþ òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äàííûõ ìîäåëåé, à òàêæå â òåî-
ðèþ îïèñûâàåìûõ ýòèìè ìîäåëÿìè ÿâëåíèé. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðåøåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ êàê àíàëèòè÷åñêè-
ìè, òàê è ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâà-
ëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ, ñåìèíàðàõ è íàó÷íûõ øêîëàõ: XLV Ìåæ-
äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ñòóäåíò è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ"
(Íîâîñèáèðñê, 2007), VII Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó
ìîäåëèðîâàíèþ è èíôîðìàöèîííûì òåõíîëîãèÿì (Êðàñíîÿðñê, 2006), VIII
Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ è èíôîð-
ìàöèîííûì òåõíîëîãèÿì (Íîâîñèáèðñê, 2007), Êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ
Èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ ÐÀÍ (Êðàñíîÿðñê, 2007, 2008
ãã.), Êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ Êðàñíîÿðñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà (Êðàñ-
íîÿðñê, 2007, 2008 ãã.), Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Ñîâðåìåí-
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íûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëî-
ãèé - 2008" (Êðàñíîÿðñê, 2008 ã.), ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà
Ë.Â.Îâñÿííèêîâà â ÈÃèË ÑÎ ÐÀÍ, ñåìèíàðàõ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà
Â.Ê. Àíäðååâà â ÈÂÌ ÑÎ ÐÀÍ.

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 6 ðàáîò.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ

ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, êîòîðûé ñîäåðæèò 67 íàèìåíîâàíèé.
Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 98 ñòðàíèö, âêëþ÷àÿ 9 ðèñóíêîâ è 8 òàáëèö, âû-
íåñåííûõ â ïðèëîæåíèÿ.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè ðàáîòû, ïðèâåäåí îá-
çîð ëèòåðàòóðû ïî òåìå èññëåäîâàíèÿ è îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, èñïîëüçóþùèåñÿ
â äàëüíåéøåì, îïèñàíà ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè è èçëîæåíû åå îñíîâíûå ðå-
çóëüòàòû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ãðóïïîâûõ ñâîéñòâ óðàâíåíèé
ïëîñêîãî òóðáóëåíòíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ:

ut + uux + vuy +
px

ρ
= νuyy + τy, py = 0, ux + vy = 0, (1)

ãäå u(t, x, y), v(t, x, y) � ïðîåêöèè âåêòîðà îñðåäíåííîé ñêîðîñòè íà îñè x

è y, p(t, x) � äàâëåíèå, τ � äîïîëíèòåëüíîå òóðáóëåíòíîå íàïðÿæåíèå, ν �
êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü, ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè. Ïëîòíîñòü æèäêîñòè è åå
êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü ñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè.

Ïîëàãàÿ, ÷òî äîïîëíèòåëüíîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå τ = g(y, uy), à òàê-
æå ïðîâîäÿ â (1) çàìåíó ïåðåìåííûõ ïî ôîðìóëàì

t̄ =
t

ν
, x̄ =

x

ν
, ȳ =

y

ν
, ū = u, v̄ = v, τ̄ = τ, p̄ =

p

ρ
,

ïåðåïèøåì ñèñòåìó (1) â âèäå (íèæå ÷åðòà íàä ïåðåìåííûìè îïóùåíà)

ut + uux + vuy + px = uyy(1 + guy
) + gy, py = 0, ux + vy = 0. (2)

Ïîÿâëåíèå â ìîäåëè òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ôóíêöèè
g, îòâå÷àþùåé çà äîïîëíèòåëüíîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå, äåëàåò èõ íåçà-
ìêíóòûìè, ÷òî, åñòåñòâåííî, è çàòðóäíÿåò èññëåäîâàíèå. Âîçíèêàåò çàäà÷à
ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè: ïîëó÷èòü ÿäðî îñíîâíîé àëãåáðû Ëè äîïóñêàå-
ìûõ ñèñòåìîé (1) îïåðàòîðîâ ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå ôóíêöèè g è âûäå-
ëèòü ñïåöèôèêàöèè ôóíêöèè, ïðè êîòîðûõ ÿäðî àëãåáðû Ëè ðàñøèðÿåòñÿ.
Ïðè âû÷èñëåíèÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êëàññèôèöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ g ìîæåò
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áûòü è íóëåâîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà îïèñûâàåò äâèæåíèå â ëàìèíàðíîì
ïîãðàíè÷íîì ñëîå. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû ãðóïïîâîãî
àíàëèçà äëÿ ëàìèíàðíîãî ñëîÿ, ïîëó÷åííûå Ë.Â.Îâñÿííèêîâûì, ñ ðåçóëüòà-
òàìè äàííîé ãëàâû.

Â ïåðâîé ÷àñòè ãëàâû 1 èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé íåñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ.
Âû÷èñëåíà îñíîâíàÿ àëãåáðà Ëè è äîêàçàíà
Ëåììà 1. Áàçèñ ÿäðà îïåðàòîðîâ îñíîâíûõ àëãåáð Ëè L0 äëÿ óðàâíåíèé (2)
îáðàçîâàí îïåðàòîðàìè âèäà

Z0 = ∂t, H0(F6(t)) = F6(t)∂p, H1(F1(t)) = F1(t)∂x + F1t∂u − F1ttx∂p (3)

ñ äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè t → F6(t), t → F1(t).
Îïåðàòîð F6(t)∂p ñîîòâåòñòâóåò òîìó ôàêòó, ÷òî óðàâíåíèÿìè (2) äàâëå-

íèå p îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî, ðàâíîãî ïðîèçâîëüíîé ôóíê-
öèè âðåìåíè. Îïåðàòîð, îáðàçîâàííûé ôóíêöèåé F1(t), ñîîòâåòñòâóåò ïðåîá-
ðàçîâàíèÿì ïåðåõîäà â ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïîñòóïàòåëüíî äâèæóùóþñÿ ñî
âðåìåíåì ïî ïðîèçâîëüíîìó çàêîíó. Ïðèìå÷àòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ïîëó÷åí-
íîãî ÿäðà îñíîâíûõ àëãåáð Ëè ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè ôóíêöèè g ÿâëÿåò-
ñÿ òî, ÷òî îíî áåñêîíå÷íîìåðíî: åå îïåðàòîðû çàâèñÿò îò äâóõ ïðîèçâîëüíûõ
ôóíêöèé âðåìåíè.

Äëÿ ñèñòåìû (2) òàêæå íàéäåíà ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ýêâèâàëåíòíîñòè
è äîêàçàíà
Ëåììà 2. Ïðåîáðàçîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè óðàâíåíèé (2) ñîñòîèò èç âñåõ
ïðåîáðàçîâàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðàì ÿäðà îñíîâíûõ àëãåáð Ëè
(3) è èç ïðåîáðàçîâàíèé, çàâèñÿùèõ îò øåñòè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ
m,n, k, c, s, q, êîòîðûå äàþòñÿ ôîðìóëàìè

t̄ = mt; x̄ = kx; ȳ = ny + c; ū = km−1u; v̄ = nm−1v; p̄ = k2m−2p + sx.
(4)

Ïðè ýòîì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò g ïðåîáðàçóåòñÿ òàê:

ḡ = km−2ng + sy + q. (5)

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè áûëè âûäåëåíû
íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå àëãåáðû îïåðàòîðîâ: ïðè ïðîèçâîëüíîé çàâèñè-
ìîñòè g òîëüêî îò uy âûäåëåíà àëãåáðà LI

0 = {L0, Z5, H2(ψ(t, x))}, ãäå
Z5 = 2t∂t+3x∂x+y∂y +u∂u−v∂v +2p∂p, H2(ψ(t, x)) = ψ(t, x)∂y +(ψxu+ψt)∂v

ñ ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé ôóíêöèåé ψ(t, x). Åùå îäíà äîïîëíèòåëüíàÿ àëãåáðà
áûëà âûäåëåíà â ñëó÷àå, êîãäà g = −uy + α(y) ñ íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé

7



íåëèíåéíîé ôóíêöèåé α(y): LII
0 = {L0, X9}, ãäå X9 = 2x∂x+u∂u−v∂v +2p∂p.

Èòîãîì ðåøåíèÿ çàäà÷è ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè ñòàëà
Òåîðåìà 1. Íàáîð ñïåöèàëèçàöèé ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà g(y, uy) äëÿ ñè-
ñòåìû (2) è äîïóñêàåìûõ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ñïåöèàëèçàöèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 17 ñïåöèàëèçàöèé, 12 êîíå÷íîìåð-
íûõ è 5 áåñêîíå÷íîìåðíûõ îïåðàòîðîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå 1.1 ïðè-
ëîæåíèÿ 1.

Âî âòîðîé ÷àñòè ãëàâû 1 ðåøàåòñÿ çàäà÷à ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè äëÿ
óñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ â òóðáóëåíòíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå, îïèñûâàåìîå
óðàâíåíèÿìè

uux + vuy + px = uyy(1 + guy
) + gy, py = 0, ux + vy = 0. (6)

Òàêæå êàê è äëÿ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ íåñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå, ðåøå-
íà çàäà÷à ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè: íàéäåíà îñíîâíàÿ àëãåáðà Ëè L0 ïðè
ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè g, à òàêæå âûäåëåíû ñïåöèôèêàöèè ýòîé
ôóíêöèè, ïðè êîòîðûõ L0 ðàñøèðÿåòñÿ. Îñíîâíàÿ àëãåáðà Ëè â ñëó÷àå óñòà-
íîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ óæå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíîé: L0 = {∂x, ∂p}. Ðåçóëüòà-
òîì ðåøåíèÿ çàäà÷è ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 2. Íàáîð ñïåöèàëèçàöèé ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà g(y, uy) äëÿ ñè-
ñòåìû (6) è äîïóñêàåìûõ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ñïåöèàëèçàöèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 17 ñïåöèàëèçàöèé, 12 êîíå÷íîìåð-
íûõ è 4 áåñêîíå÷íîìåðíûõ îïåðàòîðîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå 1.2 ïðè-
ëîæåíèÿ 1.

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ñîñòàâëåíèè òàáëèö 1.1, 1.2 ñóùåñòâåí-
íî èñïîëüçîâàëèñü ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûå äëÿ óðàâíåíèé
íåñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ èìåþò âèä (4), (5), à äëÿ óðàâíåíèé óñòàíîâèâøå-
ãîñÿ òå÷åíèÿ çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè

x̄ = lx + b; ȳ = ky + a; ū = mu; v̄ = kml−1v;

p̄ = m2p + sx + c; ḡ = km2l−1g + sy + d.
(7)

Çäåñü a, b, c, d, k, l, m, s− âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû, ïðè÷åì, åñëè ïîëà-
ãàòü b = 1, à îñòàëüíûå ïîñòîÿííûå ðàâíûìè íóëþ èëè c = 1, à îñòàëüíûå �
íóëè, ïîëó÷èì îïåðàòîðû îñíîâíîé àëãåáðû Ëè, ïîðîæäàþùèå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ, âõîäÿùèå â (7).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè g = 0 ãðóïïîâîé àíàëèç ñèñòåì (2), (6) óæå ïðî-
âîäèëñÿ Ë.Â.Îâñÿííèêîâûì â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ äàâëå-
íèÿ ïðîèçâîëüíîé èëè çàäàííîé. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Ë.Â.Îâñÿííèêîâûì,
ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â äàííîé ãëàâå, êàê â ñëó÷àå íåñòà-
öèîíàðíîãî, òàê è â ñëó÷àå óñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ.
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Â òðåòüåé ÷àñòè ãëàâû 1 ïîñòðîåíî íåñêîëüêî èíâàðèàíòíûõ ïîäìîäåëåé
íà âû÷èñëåííûõ îïåðàòîðàõ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïåöèàëèçàöèé êëàññèôè-
öèðóåìîé ôóíêöèè. Ê ñîæàëåíèþ, äàëåêî íå âñå ïîëó÷åííûå ôàêòîðñèñòåìû
óäàåòñÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü àíàëèòè÷åñêè. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èñõîäíàÿ ñèñòå-
ìà îïèñûâàåò ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå è ôóíêöèÿ òóðáóëåíòíîãî íàïðÿæåíèÿ
çàâèñèò ëèøü îò îäíîé ïåðåìåííîé, à èìåííî g = g(uy), âû÷èñëåíà îïòè-
ìàëüíàÿ ñèñòåìà ïîäàëãåáð ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äîêàçàíî
Óòâåðæäåíèe 1. Îïòèìàëüíàÿ ñèñòåìà ïîäàëãåáð Θ1 îáðàçîâàíà îïåðàòî-
ðàìè

X1 + kX2 = ∂x + k∂p, kX2 + F1(h1(x)) = k∂p + h1(x)∂y + h1xu∂v,

X5 = 3x∂x + y∂y + u∂u − v∂v + 2p∂p.

Çäåñü k� ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, h1(x)− ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.
Íà îïåðàòîðå ðàñòÿæåíèÿ X5, âîøåäøåì â îïòèìàëüíóþ ñèñòåìó ïîäàë-

ãåáð, ïîñòðîåíà ôàêòîðñèñòåìà

U(U − ξUξ)+3V Uξ +2P −3(1+gUξ
)Uξξ = 0, Pξ = 0, 3Vξ− ξUξ +U = 0, (8)

ãäå ξ = yx−
1
3 , U = ux−

1
3 , V = vx

1
3 , P = px−

2
3 .

Äàííàÿ ôàêòîðñèñòåìà, â îòëè÷èå îò èñõîäíîé ñèñòåìû, óæå ÿâëÿåòñÿ
ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàåò àâòîìî-
äåëüíîå ðåøåíèå è ñòàíîâèòñÿ ïðîùå äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ äàí-
íîé ñèñòåìû ïîñòàâëåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â èíâàðèàíòíûõ ïåðåìåííûõ:
ðàâåíñòâî íóëþ ñêîðîñòåé íà ñòåíêå (óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ) è ðàâåíñòâî íó-
ëþ òóðáóëåíòíîãî íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå è âíå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Çàäà-
÷à ðåøàëàñü â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà
ñòðåëüáû è ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Ñëåäóåò îñî-
áî îòìåòèòü, ÷òî â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ôóíêöèè g(uy) îíà áûëà âûáðàíà
ñîãëàñíî ýìïèðè÷åñêîé ôîðìóëå Ïðàíäòëÿ: g = α0u

2
y, ãäå α0 = ρl2 (ρ � ïëîò-

íîñòü ñðåäû, l �äëèíà ïóòè ñìåøåíèÿ � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿí-
íàÿ, ââåäåííàÿ Ïðàíäòëåì). Äëÿ ñðàâíåíèÿ íàéäåííûõ õàðàêòåðèñòèê òóðáó-
ëåíòíîãî òå÷åíèÿ ñ ëàìèíàðíûì, íà òîì æå îïåðàòîðå ðàñòÿæåíèÿ ïîñòðîåíî
àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå äëÿ ëàìèíàðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ äëÿ p = p0x

2
3 .

Ïðè ñðàâíåíèè òóðáóëåíòíîãî è ëàìèíàðíîãî ñëîÿ ïðè îäèíàêîâîì äàâëåíèè
âèäíî, ÷òî õàðàêòåðíûì ïðèçíàêîì òóðáóëåíòíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ÿâëÿ-
åòñÿ óâåëè÷åíèå òîëùèíû ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ.
×òî êàñàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé, òî â òóðáóëåíòíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå
îíî áîëåå ðàâíîìåðíîå, ÷åì ïðè ëàìèíàðíîì òå÷åíèè. Ýòó îñîáåííîñòü òóð-
áóëåíòíîãî òå÷åíèÿ îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñ ïåðåìåøèâàíèåì æèäêîñòè, ÷åãî â
ëàìèíàðíîì ñëîå íåò. Êðîìå òîãî, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî è â òóðáóëåíòíîì è â
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ëàìèíàðíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà âíåøíåì êðàå èìååòñÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêî-
ðîñòè, íàïðàâëåííàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïîâåðõíîñòè òåëà, òàêèì îáðàçîì,
ïîãðàíè÷íûé ñëîé ñîçäàåò âî âíåøíåì ïîòîêå ïîïåðå÷íûå òîêè, îáúÿñíèìûå
òîðìîæåíèåì æèäêîñòè î ïîâåðõíîñòü òåëà.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü êîíâåêöèè áèíàðíîé ñìåñè
ñ ó÷åòîì ýôôåêòà òåðìîäèôôóçèè è ñèë ïëàâó÷åñòè. Óðàâíåíèÿ åñòåñòâåí-
íîé êîíâåêöèè äîñòàòî÷íî ñëîæíû, ïîñêîëüêó íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü çàâèñè-
ìîñòü ïëîòíîñòè îò ãðàäèåíòîâ äàâëåíèÿ, òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè, ò.å.
óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè. Ñóùåñòâóåò öåëûé ðÿä ôîðì ïðåäñòàâëåíèÿ
óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, îïðåäåëÿþùèõ ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ ïëîòíîñòü ÷å-
ðåç òåìïåðàòóðó, äàâëåíèå è ìèíåðàëèçàöèþ â øèðîêîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé
ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Èç íåäîñòàòêîâ ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî îòìåòèòü òî, ÷òî ïî-
÷òè âñå îíè ïîëó÷åíû ýêñïåðèìåíòàëüíî è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé, êàê ïðàâèëî,
ñëîæíûå àëãåáðàè÷åñêèå âûðàæåíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ñìåñü ïðåäëàãàåòñÿ ñ÷èòàòü òðåõïàðàìåòðè÷åñêîé ñðåäîé
ñ ïàðàìåòðàìè ñîñòîÿíèÿ T � òåìïåðàòóðà, p � äàâëåíèå, c � êîíöåíòðàöèÿ.
Ïëîòíîñòü æèäêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ρ = ρ0R(T, p, c).
Èñêàòü ýòó çàâèñèìîñòü áóäåì ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ãðóïïîâîãî àíàëèçà. Äâè-
æåíèå ñìåñè îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

du

dt
= − 1

ρ0
∇p + ν4u + R(p, T, c)g, div u = 0,

dT

dt
= χ4T,

dc

dt
= D4c + αD4T,

(9)

ãäå x = (x1, x2, x3)−âåêòîð êîîðäèíàò, u = (u1, u2, u3)− âåêòîð ñêîðîñòè,
d/dt = ∂/∂t + u · ∇ � ñèìâîë ïîëíîé ïðîèçâîäíîé, p− äàâëåíèå, T− ìàëîå
îòêëîíåíèå òåìïåðàòóðû îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, c− ìàëîå îòêëîíåíèå êîí-
öåíòðàöèè ëåãêîé êîìïîíåíòû îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, ρ0 = const−ïëîòíîñòü
ñìåñè ïðè ñðåäíèõ çíà÷åíèÿõ òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè, g = (0, 0,−g)−
âåêòîð ìàññîâûõ ñèë, ν− êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü, χ− êîýôôèöèåíò òåì-
ïåðàòóðîïðîâîäíîñòè, D− êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, α− êîýôôèöèåíò Ñî-
ðå, R(p, T, c)− ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ñèëó ïëàâó÷åñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ν 6= 0, χ 6= 0, χ 6= D, D 6= 0, α 6= 0. Åñëè ñäåëàòü çàìåíó
ρ−1

0 p → p̃, Rg → R, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ρ0 = 1, g = 1. Ïîñëå ââåäåíèÿ
íîâûõ ïåðåìåííûõ äëÿ òåìïåðàòóðû (T = χ−D

αD T̃ ) è êîíöåíòðàöèè (c = T̃ + c̃)
ñèñòåìà óïðîùàåòñÿ:

du

dt
= −∇p̃ + ν4u + R(p̃, T̃ , c̃)k, div u = 0,

dT̃

dt
= χ4T̃ ,

dc̃

dt
= D4c̃,

(10)
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çäåñü k = (0, 0,−1). Äëÿ ñèñòåìû (10) ïîñòàâèì çàäà÷ó ãðóïïîâîé êëàññè-
ôèêàöèè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè R. Íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ÿäðî îñíîâíîé àë-
ãåáðû Ëè äîïóñêàåìûõ ñèñòåìîé (10) îïåðàòîðîâ ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå
ôóíêöèè R è âûäåëèòü ñïåöèôèêàöèè ôóíêöèè, ïðè êîòîðûõ ÿäðî àëãåáðû
Ëè ðàñøèðÿåòñÿ. Âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü â èíäåêñíûõ ïåðåìåííûõ:

x4 = t, u4 = p̃, u5 = T̃ , u6 = c̃. (11)

Â ðåçóëüòàòå ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïîèñêà îñíîâíîé àëãåáðû Ëè áûëà
äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3. Áàçèñ ÿäðà îïåðàòîðîâ îñíîâíûõ àëãåáð Ëè L0 óðàâíåíèé (10)
îáðàçîâàí îïåðàòîðàìè âèäà

L0 = {X0 =
∂

∂x4 , X12 = x1 ∂

∂x2 − x2 ∂

∂x1 + u1 ∂

∂u2 − u2 ∂

∂u1 ,

Hi(1) =
∂

∂xi
, Hi(x

4) = x4 ∂

∂xi
+

∂

∂ui
, i = 1, 2, 3}.

(12)

Â ðàáîòå òàêæå íàéäåí îïåðàòîð ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ñèñòåìû (10), èç
ïðåäñòàâëåíèÿ êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ R

âîçìîæíî â äâóõ ñëó÷àÿõ: íà îïåðàòîðå ðàñòÿæåíèÿ

x1 ∂

∂x1 + x2 ∂

∂x2 + x3 ∂

∂x3 + 2x4 ∂

∂x4 − u1 ∂

∂u1−

−u2 ∂

∂u2 − u3 ∂

∂u3 − 2u4 ∂

∂u4 − 3R
∂

∂R

ïîëó÷èì ãðóïïó ðàñòÿæåíèé:

G1 : {x̄i = ea1xi, ūi = e−a1ui, i = 1, 2, 3; x̄4 = e2a1x4, ū4 = e−2a1u4, R̄ = e−3a1R}.
(13)

Íà îïåðàòîðå x3 ∂
∂u4 − ∂

∂R ïîëó÷èì ãðóïïó ñäâèãîâ:

G2 : {x̄3 = x3, ū4 = u4 + a2x
3, R̄ = R− a2}, (14)

çäåñü a1, a2− ãðóïïîâûå ïàðàìåòðû.
Ïðè ðåøåíèè ïîëó÷åííûõ êëàññèôèöèðóþùèõ óðàâíåíèé âîçíèêàþò ñëó-

÷àè R = const, R 6= const. Åñëè R = const, òî ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ïðèìåíèì
ïðåîáðàçîâàíèå x4 = x̄4, x3 = x̄3 + R(x̄4)2/2, u3 = ū3 + Rx̄4. Ýòî ïðåîáðà-
çîâàíèå ïåðåõîäà â èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ïî òðåòüåìó íàïðàâëå-
íèþ èñêëþ÷àåò èç óðàâíåíèé (10) R = const. Ìîæíî ñ÷èòàòü R = 0, òîãäà
óðàâíåíèÿ (10) ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå-Ñòîêñà (èõ èññëåäîâàíèå óæå
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ïðîâîäèëîñü Â.Î.Áûòåâûì), äîïîëíåííûå óðàâíåíèÿìè òåïëî- è ìàññîïåðå-
íîñà. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîé ðàáîòå ïðè R = 0, ñîâïàäàþò ñ ðàíåå
ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè. Åñëè R 6= const, òî èç êëàññèôèöèðóþùåãî óðàâ-
íåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî íóæíî èññëåäîâàòü îòäåëüíî òðè ñëó÷àÿ: 1) ôóíêöèÿ R
íå çàâèñèò îò äàâëåíèÿ, 2) ôóíêöèÿ R çàâèñèò îò äàâëåíèÿ ëèíåéíî, 3) R

çàâèñèò îò äàâëåíèÿ íåëèíåéíî. Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ âûäåëåíû äîïîë-
íèòåëüíûå ÿäðà îïåðàòîðîâ è äîêàçàíû ñëåäóþùèå ëåììû:

Ëåììà 4. Áàçèñ ÿäðà îïåðàòîðîâ â ñëó÷àå R = u4 + Φ(u5, u6) èìååò âèä

LII
0 = {X0, X12, Hi(1), Hi(x

4), i = 1, 2,

H4(h
3(x4)) = h3(x4)

∂

∂x3 + h3
x4

∂

∂u3 − h3
x4x4

∂

∂u4 , H5(ψ(x4)) = ψ(x4)e−x3
∂

∂u4}.

Â ýòîì ñëó÷àå ÿäðî (12) L0 ⊂ LII
0 .

Ëåììà 5. Áàçèñ ÿäðà îïåðàòîðîâ îñíîâíûõ àëãåáð Ëè LI
0 óðàâíåíèé (10) â

ñëó÷àå, êîãäà R = R(u5, u6), îáðàçîâàí îïåðàòîðàìè âèäà

LI
0 = {X0, X12, Hi(h

i(x4)) = hi(x4)
∂

∂xi
+ hi

x4

∂

∂ui
− xihi

x4x4

∂

∂u4 i = 1, 3,

H0(ϕ(x4)) = ϕ(x4)
∂

∂u4},

ïðè÷åì, ÿäðî (12) L0 ⊂ LI
0.

Â ñëó÷àå íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèè R îò u4 áàçèñ ÿäðà îïåðàòîðîâ
ñîâïàäàåò ñ L0.

Ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ çàäà÷è ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè ïðåäñòàâëåí â ñëå-
äóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 3. Ðåçóëüòàò ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà
R(u4, u5, u6) äëÿ ñèñòåìû (10) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ñïåöèàëèçàöèé
è ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíå÷íîìåðíûõ è áåñêîíå÷íîìåðíûõ îïåðàòîðîâ, ïðåä-
ñòàâëåííûõ â òàáëèöàõ 2.1, 2.1∗, 2.2, 2.3 ïðèëîæåíèÿ 2.

Â ñëåäóþùåé ÷àñòè âòîðîé ãëàâû ïðîâåäåíî ïîñòðîåíèå íåêîòîðûõ èí-
âàðèàíòíûõ ïîäìîäåëåé è èõ ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû (10). Â ðàáîòå èçó÷åíû
7 èíâàðèàíòíûõ ïîäìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ñòàöèîíàðíûå è àâòîìîäåëüíûå
ðåøåíèÿ. Âñå ýòè ïîäìîäåëè ïðîèíòåãðèðîâàíû â ÿâíîì âèäå, ïðè ýòîì íàé-
äåíû íîâûå òî÷íûå ðåøåíèÿ, à òàêæå îáîáùåíèÿ ðàíåå èçâåñòíûõ ðåøåíèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïîäìîäåëü, ïîñòðîåííóþ íà îïåðàòîðàõ

X0 =
∂

∂x4 , H2(1) =
∂

∂x2 , H1(1) + H0(λ) =
∂

∂x1 + λ
∂

∂u4 .
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Ðåøåíèå (10), ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (11) äëÿ R = R(u5, u6), èùåì â âèäå

u1 = u1(x3), u2 = u2(x3), u3 = u3(x3), u4 = P (x3)+λx1, u5 = u5(x3), u6 = u6(x3).

Ôàêòîðñèñòåìà çàïèøåòñÿ òàê:

u3u1
x3 + λ = νu1

x3x3, u3u2
x3 = νu2

x3x3, u3u3
x3 + Px3 = νu3

x3x3 −R(u5, u6),

u3
x3 = 0, u3u5

x3 = χu5
x3x3, u3u6

x3 = Du6
x3x3.

(15)

Ïîñëå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (15) â ñëó÷àå u3 = w0 = 0, ðåøåíèå (9) íàõîäèòñÿ â
âèäå:

u =
λ

2ν
z2 + k1z + k2, v = k3z + k4, w = 0,

T =
χ−D

αD
(k5z + k6),

c = (k5 + k7)z + k6 + k8,

p = ρ0

[
− g−1

∫
R(k5z + k6, k7z + k8)dz + k9 + λx

]
,

(16)

ãäå ki, i = 1, 9, λ− ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, à òàêæå ââåäåíû ôèçè÷åñêèå
îáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ:

x = x1, y = x2, z = x3, u = u1, v = u2, w = u3,

p = ρ0u
4, T =

χ−D

αD
u5, c = u6 + u5, Rg−1 → R.

Ïðè èíòåðïðåòàöèè íàéäåííûõ ðåøåíèé, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷. Íàïðèìåð, äâèæåíèå ìåæäó äâóìÿ ïëîñ-
êèìè ñòåíêàìè, ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé èëè ñ ãðàíèöåé ðàçäåëà. Äëÿ ðåøåíèÿ
(16) áûëà ïîñòàâëåíà êðàåâàÿ çàäà÷à, îïèñûâàþùàÿ òå÷åíèå ñìåñè ìåæäó
äâóìÿ òâåðäûìè ñòåíêàìè z = 0, z = L. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñôîðìóëèðîâà-
íû â âèäå

z = 0 : u = v = w = 0; T = θ0; cz + αTz = 0,
z = L : u = v = w = 0; T = θ1; cz + αTz = 0.

Ðàâåíñòâî íóëþ ñêîðîñòåé âûðàæàåò óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ ê òâåðäûì ñòåíêàì,
θ0, θ1� çàäàííàÿ òåìïåðàòóðà íà ñòåíêàõ, ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò îòñóò-
ñòâèå ïîòîêà âåùåñòâà ÷åðåç ñòåíêè. Èñïîëüçóÿ äàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ,
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ïîëó÷àåì ðåøåíèå íàøåé çàäà÷è â âèäå:

u =
λ

2ν
z2 − λ

2ν
Lz, v = 0, w = 0,

T =
θ1 − θ0

L
z + θ0, c =

(θ0 − θ1)α

L
z +

αD

χ−D
θ0 + k8,

p = ρ0

[
− g−1

∫
R

((θ1 − θ0)αD

L(χ−D)
z +

θ0αD

χ−D
, (α

θ0 − θ1

L
(1 +

D

χ−D
))z + k8

)
dz+

+ k9 + λx
]

Åñëè ê òîìó æå çàäàòü ìàññîâûé ðàñõîä æèäêîñòè Q0 ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå-
÷åíèå ñëîÿ Q0 =

∫ L

0 u(z)dz, ìîæíî âû÷èñëèòü ãðàäèåíò äàâëåíèÿ λ = −12νQ0

L3 .

Òàêèì îáðàçîì,

u = −6Q0

L3 z2 +
6Q0

L2 z,

p = ρ0

[
− g−1

∫
R

((θ1 − θ0)αD

L(χ−D)
z +

θ0αD

χ−D
, (α

θ0 − θ1

L
(1 +

D

χ−D
))z + k8

)
dz+

+ k9 − 12νQ0

L3 x
]
.

Çàìåòèì, ÷òî äàííîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå òå÷åíèÿ Ïóà-
çåéëÿ, âîçíèêàþùåãî â ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãî ãðà-
äèåíòà äàâëåíèÿ ïðè ëèíåéíî ðàñïðåäåëåííûõ òåìïåðàòóðå è êîíöåíòðàöèè.
Ïðîôèëü ñêîðîñòè, êàê è â òå÷åíèè Ïóàçåéëÿ, ïàðàáîëè÷åñêèé.

Çàêëþ÷åíèå ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû è âûâîäû ïðîäåëàííîé ðàáîòû:
1. Ïðîâåäåí ãðóïïîâîé àíàëèç ìîäåëè ïëîñêîãî òóðáóëåíòíîãî ïîãðàíè÷-

íîãî ñëîÿ â ñëó÷àÿõ íåñòàöèîíàðíîãî è óñòàíîâèâèøåãîñÿ òå÷åíèé. Íàé-
äåíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è ðåøåíà çàäà÷à ãðóïïîâîé êëàñ-
ñèôèêàöèè óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùåé äîïîëíè-
òåëüíîå òóðáóëåíòíîå íàïðÿæåíèå. Ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèÿ ìîäåëè â
ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ äîïóñêàþò áåñêîíå÷íîìåðíóþ àëãåáðó
Ëè îïåðàòîðîâ, äëÿ óñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ îñíîâíàÿ àëãåáðà Ëè êî-
íå÷íîìåðíàÿ, ïðè÷åì îáå àëãåáðû îòëè÷àþòñÿ îò èçâåñòíûõ äëÿ êëàññè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé Ïðàíäòëÿ.

2. Äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëèçàöèé ôóíêöèè äîïîëíèòåëüíîãî êàñàòåëüíî-
ãî íàïðÿæåíèÿ âûïèñàíû èíâàðèàíòíûå ïîäìîäåëè òå÷åíèÿ æèäêîñòè
â òóðáóëåíòíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå, ÷àñòü èç êîòîðûõ ïðîèíòåãðèðîâà-
íà â ÿâíîì âèäå. ×èñëåííî íàéäåíî îäíî íîâîå àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèé ìîäåëè, åìó äàíà ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ.
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3. Ðåøåíà çàäà÷à ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé òåð-
ìîäèôôóçèè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè R, îïðåäåëÿþùåé ñèëó ïëàâó÷åñòè
è ïðîèçâîëüíî çàâèñÿùåé îò òðåõ ïàðàìåòðîâ: òåìïåðàòóðû, äàâëåíèÿ
è êîíöåíòðàöèè. Óêàçàíà çàìåíà ïåðåìåííûõ äëÿ òåìïåðàòóðû è êîí-
öåíòðàöèè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé óðàâíåíèå äèôôóçèè ìîæíî ïðèâåñòè
ê îäíîðîäíîìó, â ðåçóëüòàòå ÷åãî èñõîäíàÿ ñèñòåìà ñóùåñòâåííî óïðî-
ùàåòñÿ. Ïðè ðåøåíèè êëàññèôèöèðóþùèõ óðàâíåíèé âûäåëÿþòñÿ òðè
ñëó÷àÿ çàâèñèìîñòè ôóíêöèè R îò äàâëåíèÿ: 1) R çàâèñèò îò äàâëåíèÿ
ëèíåéíî, 2) R íå çàâèñèò îò äàâëåíèÿ, 3) R çàâèñèò îò äàâëåíèÿ íåëèíåé-
íî. Êàæäûé ýòîò ñëó÷àé áûë èññëåäîâàí îòäåëüíî, ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå
ñïåöèàëèçàöèè êëàññèôèöèðóåìîé ôóíêöèè è îïåðàòîðû, ðàñøèðÿþùèå
îñíîâíóþ àëãåáðó Ëè. Íàéäåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîç-
âîëÿþò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü âèä ôóíêöèè R.

4. Âûäåëåíû èíòåãðèðóåìûå â êâàäðàòóðàõ èíâàðèàíòíûå ïîäìîäåëè óðàâ-
íåíèé òåðìîäèôôóçèè äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëèçàöèé ôóíêöèè R, îïðå-
äåëÿþùåé ñèëó ïëàâó÷åñòè. Äëÿ äâóõ ïîäìîäåëåé, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ
R ïðîèçâîëüíî çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè, ïîñòàâëåíû è
ðåøåíû êðàåâûå çàäà÷è. Â ñëó÷àå òå÷åíèÿ æèäêîñòè ìåæäó äâóìÿ òâåð-
äûìè ñòåíêàìè ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ îäíà èç
ïîäìîäåëåé îïèñûâàåò îáîáùåíèå òå÷åíèÿ ïóàçåéëåâñêîãî òèïà ñ ïàðà-
áîëè÷åñêèì ïðîôèëåì ñêîðîñòåé ïðè ëèíåéíîì ðàñïðåäåëåíèè òåìïåðà-
òóðû è êîíöåíòðàöèè â çàâèñèìîñòè îò ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû. Ïðè
çàäàíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà òâåðäîé ñòåíêå è ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè
äðóãàÿ ïîäìîäåëü îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå ïîêîÿ æèäêîñòè ïîä âîçäåéñòâè-
åì ëèíåéíî ðàñïðåäåëåííûõ òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðó Â.Ê. Àíäðååâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âíèìàíèå ê ðà-
áîòå, à òàêæå ê.ô.-ì.í. À.À. Ðîäèîíîâó çà îáñóæäåíèå è ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.

ÏÓÁËÈÊÀÖÈÈ ÀÂÒÎÐÀ ÏÎ ÒÅÌÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

1. Ñòåïàíîâà È.Â. Ãðóïïîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé ñòàöèîíàðíîãî
ïëîñêîãî òóðáóëåíòíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Âåñòíèê ÊðàñÃÓ, 2006, � 1.
Ñ. 114-119.

2. Ñòåïàíîâà È.Â. Èíâàðèàíòíàÿ ïîäìîäåëü óðàâíåíèé ïëîñêîãî ñòàöè-
îíàðíîãî òóðáóëåíòíîãî ñëîÿ. Ìàòåðèàëû êîíô. ìîëîäûõ ó÷åíûõ ÈÂÌ
ÑÎ ÐÀÍ, Êðàñíîÿðñê: ÈÂÌ ÑÎ ÐÀÍ, 2007, Ñ. 30-36.

15



3. Ñòåïàíîâà È.Â. Ãðóïïîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé ïëîñêîãî íåñòà-
öèîíàðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè, Íîâîñè-
áèðñê, 2007, Ò.12,�6. C. 101-108.

4. Ñòåïàíîâà È.Â. Îá èíâàðèàíòíûõ ìîäåëÿõ òåðìîäèôôóçèîííûõ òå-
÷åíèé. Ñáîðíèê òðóäîâ êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ Êðàñíîÿðñêîãî
íàó÷íîãî öåíòðà. Êðàñíîÿðñê: ÊÍÖ ÑÎ ÐÀÍ, 2008. Ñ. 44�45.

5. Ðîäèîíîâ À.À., Ñòåïàíîâà È.Â.Ãðóïïîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ óðàâíå-
íèé ìîäåëè êîíâåêöèè ñ ó÷åòîì ñèë ïëàâó÷åñòè.Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíî-
ëîãèè, Íîâîñèáèðñê, 2008, Ò.13, �5, C. 60-69.

6. Ñòåïàíîâà È.Â. Î íåêîòîðûõ òî÷íûõ ðåøåíèÿõ ìîäåëè êîíâåêöèè ñ
ó÷åòîì ñèë ïëàâó÷åñòè. Ìàòåðèàëû êîíô. ìîëîäûõ ó÷åíûõ ÈÂÌ ÑÎ
ÐÀÍ, Êðàñíîÿðñê: ÈÂÌ ÑÎ ÐÀÍ, 2008, Ñ. 10-17.

Ðàáîòà ïî òåìå äèññåðòàöèè âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîñ-
ñèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû ÍØ 5873.2006.1,
ÍØ 2260.2008.1, ãðàíò ÐÔÔÈ �08 − 01 − 00762), èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà
ÑÎ ÐÀÍ �2.15 è Êðàñíîÿðñêîãî êðàåâîãî ôîíäà íàóêè (ïðîåêòû 17G088 è
18G015 ).

Ïîäïèñàíî â ïå÷àòü ..2008 ã.
Ôîðìàò 60×84/16

Óñë. ïå÷. ë. 1. Òèðàæ 120 ýêç.
Îòïå÷àòàíî íà ðèçîãðàôå ÈÂÌ ÑÎ ÐÀÍ

660036 Àêàäåìãîðîäîê, Êðàñíîÿðñê

16


