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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ïîíÿòèå ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà ÿâ-

ëÿåòñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ïðè èçó÷åíèè ðàçíîîáðàçíûõ
ãðàíè÷íûõ ñâîéñòâ ôóíêöèé.
Ýòî ïîíÿòèå âïåðâûå áûëî ââåäåíî Ï.Ïåíëåâå â 1895 ãîäó äëÿ

íàãëÿäíîé õàðàêòåðèñòèêè ïîâåäåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè
â îêðåñòíîñòè å¼ îñîáîé òî÷êè. Áóäó÷è ÷èñòî òîïîëîãè÷åñêèì,
îíî ïðèìåíèìî ê ïðîèçâîëüíûì ôóíêöèÿì â ïðîñòðàíñòâàõ ëþ-
áîé ðàçìåðíîñòè. Îäíàêî, èìåÿ ââèäó ïðåæäå âñåãî ïðèëîæå-
íèÿ ê àíàëèòè÷åñêèì ôóíêöèÿì êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ìû
âñå ðàññìîòðåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü íà ïëîñêîñòè. Â ñîâðåìåí-
íîé òåðìèíîëîãèè ïîíÿòèå ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà îïèñûâàåò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü â îáëàñòè D êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C çàäàíà êîì-

ïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ w = f (z). Äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìíî-
æåñòâà A ⊂ D è òî÷êè z0 ∈ A (÷åðòà îçíà÷àåò çàìûêàíèå) ïðå-
äåëüíûì ìíîæåñòâîì ôóíêöèè f â òî÷êå z0 îòíîñèòåëüíî ìíî-
æåñòâà A íàçîâ¼ì ñîâîêóïíîñòü C(f,A, z0) òî÷åê w òàêèõ, ÷òî
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê (zk)

∞
k=1 ⊂ A, lim

k→∞
zk = z0,

äëÿ êîòîðîé lim
k→∞

f (zk) = w.
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè f

ïðåäñòàâèìî â âèäå

C(f, A, z0) =
⋂

p∈I

f (δp ∩ A) ,

ãäå (δp)p∈I � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà îêðåñòíî-
ñòåé òî÷êè z0.
Êëàññè÷åñêèå òåîðåìû Ñîõîöêîãî-Âåéåðøòðàññà, Ïèêàðà è

Æþëèà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òåîðåìû î ïðåäåëüíûõ ìíî-
æåñòâàõ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â å¼ èçîëèðîâàííîé îñîáîé
òî÷êå, òåîðåìû Ôàòó è Ëèíäåë¼ôà � êàê òåîðåìû î ïðåäåëü-
íûõ ìíîæåñòâàõ â ãðàíè÷íîé òî÷êå êðóãà.
Ñóùåñòâåííîå ðàçâèòèå òåîðèÿ ãðàíè÷íûõ ñâîéñòâ àíàëèòè-

÷åñêèõ ôóíêöèé ïîëó÷èëà â ïåðâóþ òðåòü XX âåêà â ðàáîòàõ
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Ï.Ïåíëåâå, Ô.Èâåðñåíà, Â. Ãðîññà, Â.Â. Ãîëóáåâà, Í.Í.Ëóçèíà,
È.È.Ïðèâàëîâà, Ê.Êàðàòåîäîðè, Â. Çåéäåëÿ, À.Á¼ðëèíãà, Ô. è
Ì.Ðèññîâ, Ð. Íåâàíëèííû, À.È. Ïëåñíåðà.
Ïîñëå íåêîòîðîãî çàòèøüÿ, äëèâøåãîñÿ ïðèìåðíî äî 1950 ãî-

äà, òåîðèÿ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ ñòàëà âíîâü ðàçâèâàòüñÿ. Â
60-å ãîäû âûõîäÿò ìîíîãðàôèè Ê.Íîñèðî [1] è Ý.Êîëëèíãâóäà,
À. Ëîâàòåðà [2], ïîñâÿùåííûå ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâàì. Â ðà-
áîòàõ ýòîãî ïåðèîäà ïîìèìî àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé áîëüøîå
âíèìàíèå íà÷èíàåò óäåëÿòüñÿ ïðîèçâîëüíûì ôóíêöèÿì. Çíà÷è-
òåëüíûé âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ âíåñ-
ëè îòå÷åñòâåííûå ìàòåìàòèêè Å.Ï. Äîëæåíêî, À.Ã.Âèòóøêèí,
Â.È. Ãàâðèëîâ, Ã.Ö.Òóìàðêèí, Ï.Ï.Áåëèíñêèé, È.Í.Ïåñèí è
äðóãèå. Èç èíîñòðàííûõ ó÷åíûõ, ðàáîòàâøèõ â ýòîé îáëàñòè,
ìîæíî íàçâàòü Ë.Àëüôîðñà, Î.Ëåõòî, Ë.Êàðëåñîíà, Äæ.Äóáà,
Ì.Îöóêà, Ã.Ìàêëåéíà. Îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ, äîâåä¼ííàÿ
äî 1971 ãîäà, ñîäåðæèòñÿ â îáçîðå [3].
Íàðÿäó ñ èçó÷åíèåì ãðàíè÷íûõ ñâîéñòâ îòäåëüíûõ ôóíê-

öèé ìíîãèå èññëåäîâàòåëè ðàññìàòðèâàëè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ôóíêöèé. Âîïðîñàìè, ñâÿçàííûìè ñî ñõîäèìîñòüþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé çàíèìàëèñü
Ê.Êàðàòåîäîðè, Ï.Ìîíòåëü, À.È.Ìàðêóøåâè÷, À.ß.Õèí÷èí,
Ã.Ö.Òóìàðêèí, À.Îñòðîâñêèé, Ã.Ä.Ñóâîðîâ, Á.Ï.Êóôàðåâ.
Â 1981 ãîäó Â.È.Êðóãëèêîâûì [4] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ïðå-

äåëüíîãî ìíîæåñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé. Â ñòàòüå [5]
èì áûëè óêàçàíû íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ ê èñ-
ñëåäîâàíèþ ãðàíè÷íûõ ñâîéñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíêöèé.
Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â èçó÷åíèè íîâîãî ïîíÿòèÿ ïðåäåëü-

íîãî ìíîæåñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé è ðàçâèòèè ïðè-
ìåíåíèé ýòîãî ïîíÿòèÿ ê èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ñõîäèìîñòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ îñíîâàíà íà îáùèõ ìåòîäàõ ìåò-

ðè÷åñêîé òîïîëîãèè è òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðå-
ìåííîãî, êëàññè÷åñêèõ ìåòîäàõ òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè èçó÷åíû ðàçëè÷íûå òî-

ïîëîãè÷åñêèå âîïðîñû òåîðèè ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ ïîñëåäî-
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âàòåëüíîñòè ôóíêöèé. Äàí îòâåò íà âîïðîñ Á.Ï.Êóôàðåâà î
ðàñïðåäåëåíèè ïðîñòûõ êîíöîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáëàñòåé.
Ïîëó÷åíî äîïîëíåíèå ê òåîðåìå Áýðà î òî÷êàõ íåïðåðûâíî-
ñòè ôóíêöèé ïåðâîãî êëàññà. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé àíà-
ëèòè÷åñêèõ â êðóãå ôóíêöèé ïîëó÷åíû àíàëîãè òåîðåì Ôà-
òó è Ëèíäåë¼ôà. Óêàçàíû óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñîâïàäå-
íèå ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àíàëèòè÷åñêèõ
â êðóãå ôóíêöèé âäîëü äâóõ ðàçëè÷íûõ ïóòåé, âåäóùèõ â îä-
íó òî÷êó. Ðåøåíà çàäà÷à î ïðîäîëæåíèè ñâîéñòâà íåïðåðûâ-
íîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
íà ìíîæåñòâî ñâîèõ îñîáåííîñòåé.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà èìå-

åò òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ ñõîäèìîñòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, â òåîðèè ïðîñòûõ
êîíöîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáëàñòåé Ã.ÄÑóâîðîâà è â òåîðèè
ïðèáëèæåíèé.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâà-

ëèñü íà ñåìèíàðå êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è òåîðèè
ôóíêöèé Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ïîä ðó-
êîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Â.È.Êðóãëèêîâà (íåîäíîêðàòíî); íà ñå-
ìèíàðå ëàáîðàòîðèè ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé ïîä ðóêî-
âîäñòâîì ïðîôåññîðîâ À.Â.Ñû÷¼âà è Â.Â.Àñååâà â Èíñòèòóòå
ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë.Ñîáîëåâà Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ Ðîññèé-
ñêîé àêàäåìèè íàóê (àïðåëü 2006 ã.); íà ñåìèíàðå "Ïðåäåëü-
íûå ìíîæåñòâà"ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Â.È. Ãàâðèëîâà
â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå â ðàìêàõ êîí-
ôåðåíöèè "Ëîìîíîñîâ-2007"(àïðåëü 2007 ã.); Íà 37-é Ðåãèî-
íàëüíîé ìîëîäåæíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè "Ïðîáëåìû òåîðåòè-
÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè"(ôåâðàëü 2006 ã., Åêàòåðèí-
áóðã); íà XLIV ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé ñòóäåí÷åñêîé êîíôå-
ðåíöèè "Ñòóäåíò è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ"(àïðåëü 2006
ã., Íîâîñèáèðñê).
Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêî-

âàíû â ðàáîòàõ [6]-[14]. Â ðàáîòàõ [6], [7] âñå óòâåðæäåíèÿ ñôîð-
ìóëèðîâàíû è äîêàçàíû À.Ï.Äåâÿòêîâûì, Â.È.Êðóãëèêîâûì
îñóùåñòâëÿëîñü îáùåå ðóêîâîäñòâî íà óðîâíå ïîñòàíîâêè çà-
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äà÷ è êðèòè÷åñêîãî àíàëèçà äîêàçàòåëüñòâ. Â ðàáîòå [12]
À.Ï.Äåâÿòêîâûì ïðîâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî äâóõ òåîðåì, àíîí-
ñèðîâàííûõ Â.È.Êðóãëèêîâûì â ñòàòüå [5]. Âêëàä ñîàâòîðîâ â
ðåçóëüòàòû ðàáîòû [10] ðàâíûé.
Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò

102 ñòðàíèöû è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ è ñïèñêà ëèòå-
ðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 42 íàèìåíîâàíèÿ ðàáîò îòå÷åñòâåííûõ è
çàðóáåæíûõ àâòîðîâ.
Àâòîð ïîëüçóåòñÿ ñëó÷àåì âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó

áåçâðåìåííî óøåäøåìó èç æèçíè íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðî-
ôåññîðó Âèêòîðó Èâàíîâè÷ó Êðóãëèêîâó çà ïîñòàíîâêè çàäà÷
è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Â ïåðâîé ãëàâå ìû ââîäèì ïîíÿòèå ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé, óêàçûâàåì åãî òîïîëîãè÷åñêèå
ñâîéñòâà è äà¼ì íåêîòîðûå èëëþñòðàòèâíûå ïðèìåíåíèÿ ýòî-
ãî ïîíÿòèÿ.
Ïóñòü â îáëàñòè D êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C çàäàíà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü F = (fj)
∞
j=1 êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé

w = fj(z).
Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ D

è òî÷êè z0 ∈ A ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ôóíêöèé F = (fj)

∞
j=1 â òî÷êå z0 îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà A

íàçîâ¼ì ñîâîêóïíîñòü C(F , A, z0) òî÷åê w òàêèõ, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê (zk)

∞
k=1 ⊂ A, lim

k→∞
zk = z0,

è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé (fjk)
∞
k=1 ⊂ F , äëÿ êîòîðûõ

lim
k→∞

fjk(zk) = w.
Â ñëåäóþùåé òåîðåìå, àíîíñèðîâàííîé â ñòàòüå [5], ïðèâîäèò-

ñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðåäåëüíîãî ìíîæå-
ñòâà.
Òåîðåìà 1.1.1. Ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíî-
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ñòè ôóíêöèé ïðåäñòàâèìî â âèäå

C(F , A, z0) =
⋂
r>0

Ls
j→∞

∆j(A, r) ,

ãäå Ls
j→∞

∆j(A, r) � âåðõíèé òîïîëîãè÷å-
ñêèé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ
∆j(A, r) = fj(δr ∩ A), δr = {z : |z − z0| < r}, j = 1, 2, . . .
Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âûòåêàþò îñíîâíûå òîïîëîãè÷åñêèå

ñâîéñòâà ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé.
Ïåðâûì ïðèëîæåíèåì ïîíÿòèÿ ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûé êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, óêàçàííûé
â ðàáîòå [5].
Òåîðåìà 1.1.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé F = (fj)

∞
j=1

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå D ê ôóíêöèè f òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ìíîæå-
ñòâà A ⊂ D â êàæäîé òî÷êå z0 ∈ A ïðåäåëüíûå ìíîæå-
ñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè F è ôóíêöèè f ñîâïàäàþò, ò.å.
C(F , A, z0) = C(f,A, z0).
Âòîðîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ïðèëîæåíèþ ïîíÿòèÿ ïðåäåëüíî-

ãî ìíîæåñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé ê òåîðèè ïðîñòûõ
êîíöîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáëàñòåé Ã.Ä.Ñóâîðîâà.
Èññëåäîâàíèÿ Ã.Ä.Ñóâîðîâà îáîáùàþò (â èäåéíîì ñìûñëå)

ñõåìó ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ïðîñòûõ êîíöîâ Êàðàòåîäîðè äëÿ
ôèêñèðîâàííîé îáëàñòè íà ñëó÷àé ïåðåìåííûõ îáëàñòåé è â
êà÷åñòâå îñíîâíûõ ýëåìåíòîâ ñîäåðæàò â ñåáå îïðåäåëåíèå ïðî-
ñòîãî êîíöà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáëàñòåé è äîêàçàòåëüñòâî áè-
åêöèè ìåæäó ìíîæåñòâàìè ïðîñòûõ êîíöîâ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè îáëàñòåé (Bj)

∞
j=1 è å¼ ÿäðà B ñ ïîñëåäóþùèì èçó÷åíè-

åì ñòðóêòóðû íîñèòåëÿ ïðîñòîãî êîíöà è îñíîâàííîé íà òîì
êëàññèôèêàöèè ïðîñòûõ êîíöîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáëàñòåé,
âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ âîñåìü èõ òèïîâ.
Êðàòêîå îïèñàíèå ïîíÿòèÿ ïðîñòîãî êîíöà ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè îáëàñòåé, à òàêæå åãî íîñèòåëÿ, ïðèâåäåíî â ïåðâîì ïóíêòå
�2.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò �2 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðåäåëüíîå
ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé åäè-
íè÷íîãî êðóãà íà ñõîäÿùóþñÿ ê ÿäðó ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé ÿâëÿåòñÿ íîñè-
òåëåì ïðîñòîãî êîíöà Ã.Ä.Ñóâîðîâà. Áîëåå òî÷íî, èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, àíîíñèðîâàííîå â ñòàòüå [5].
Òåîðåìà 1.2.1. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè F = (fj)

∞
j=1 êîí-

ôîðìíûõ îòîáðàæåíèé fj : D → Bj, íîðìèðîâàííûõ óñëîâè-
ÿìè fj(0) = 0, f ′j(0) > 0 è îòîáðàæàþùèõ åäèíè÷íûé êðóã
D : |z| < 1 íà ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îáëàñòåé (Bj)

∞
j=1, ñõîäÿùóþñÿ ê ñâîåìó ÿäðó B, â êàæäîé òî÷-

êå eiθ íà îêðóæíîñòè |z| = 1 ïîëíîå ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî
C(F , D, eiθ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîñèòåëü |Pθ| ïðîñòîãî êîíöà
Pθ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáëàñòåé (Bj)

∞
j=1, ñîîòâåòñòâóþùåãî

(ïî òåîðåìå Ã.Ä.Ñóâîðîâà î ñîîòâåòñòâèè ãðàíèö) çàäàííîé
òî÷êå eiθ.
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

F = (fj)
∞
j=1 ïðåäïîëàãàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ïîä-

ìíîæåñòâà A ⊂ D è êàæäîé òî÷êè z0 ∈ A èìåþò ñìûñë äâà
ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâà: C(F , A, z0) � ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé F = (fj)

∞
j=1 è C(f, A, z0) � ïðå-

äåëüíîå ìíîæåñòâî å¼ ïðåäåëüíîé ôóíêöèè f (z) = lim
j→∞

fj(z).
Âîçíèêàåò âîïðîñ: êîãäà ýòè ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà ñîâïàäà-
þò? ×àñòè÷íî îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ äàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 1.3.1. Ìíîæåñòâî òåõ òî÷åê z0 ∈ A, â êîòîðûõ

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî C(F , A, z0) = C(f,A, z0), ÿâëÿåòñÿ Gδ-
ìíîæåñòâîì íà A.
Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ýòîé òåîðåìû, ìû äà¼ì îòðèöàòåëüíûé

îòâåò íà îäèí âîïðîñ Á.Ï.Êóôàðåâà î âîçìîæíûõ òèïàõ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ êîíöîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáëàñòåé.
Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå äà¼òñÿ ïðèëîæåíèå ïîíÿòèÿ ïðåäåëü-

íîãî ìíîæåñòâà ê êëàññèôèêàöèè ôóíêöèé ïî Áýðó.
Íàïîìíèì, ÷òî äåéñòâèòåëüíóþ ôóíêöèþ f (x), çàäàííóþ

8



íà îòðåçêå [a, b], íàçûâàþò ôóíêöèåé ïåðâîãî êëàññà Áýðà,
åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, íî ïðåäñòàâèìà â âèäå
f (x) = lim

j→∞
fj(x), ãäå âñå ôóíêöèè fj(x) íåïðåðûâíû íà ýòîì

îòðåçêå.
Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ð.Áýðà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîé

ôóíêöèè ïåðâîãî êëàññà f (x) è ëþáîãî íåïóñòîãî çàìêíóòîãî
ìíîæåñòâà A, ðàñïîëîæåííîãî íà îòðåçêå [a, b], íàéä¼òñÿ òî÷êà
x0 ∈ A, â êîòîðîé ôóíêöèÿ f (x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé îòíî-
ñèòåëüíî ìíîæåñòâà A.
Îïèñûâàÿ ñâîéñòâà ïðåäåëüíîé ôóíêöèè, òåîðåìà Áýðà íå äà-

¼ò íèêàêîé èíôîðìàöèè î ñàìîì ïðîöåññå å¼ îáðàçîâàíèÿ.
Ìû, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà èññëåäîâàíèÿ ïîíÿòèå

ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé, óñòàíî-
âèëè íàëè÷èå áîëåå ñèëüíûõ ñâîéñòâ (÷åì ïðè ïîòî÷å÷íîé ñõî-
äèìîñòè) ïðåäåëüíîãî ïðîöåññà îáðàçîâàíèÿ ôóíêöèé ïåðâîãî
êëàññà.
Ïðåæäå, ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó,

ñäåëàåì çàìå÷àíèå î òîì, ÷òî âûðîæäåííîñòü (ò.å. îäíîòî÷å÷-
íîñòü) ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà C(F , A, z0) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ôóíêöèé F = (fj)

∞
j=1 ðàâíîñèëüíà íåïðåðûâíîé ñõîäèìîñòè

ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé â òî÷êå z0 îòíîñèòåëüíî ìíî-
æåñòâà A, ò.å. ñóùåñòâîâàíèþ ïðåäåëà lim

j→∞
fj(zj) äëÿ ëþáîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê (zj)
∞
j=1 ⊂ A ñ lim

j→∞
zj = z0.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÷åòâ¼ðòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 1.4.1. Ïóñòü íà íåêîòîðîì îòðåçêå [a, b] çàäàíà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F = (fj)
∞
j=1 íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé fj(x),

ñõîäÿùàÿñÿ â êàæäîé òî÷êå ýòîãî îòðåçêà. Òîãäà äëÿ ëþáî-
ãî íåïóñòîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà A, ðàñïîëîæåííîãî íà
îòðåçêå [a, b], íàéä¼òñÿ òî÷êà x0 ∈ A, â êîòîðîé ïðåäåëüíîå
ìíîæåñòâî C(F , A, x0) âûðîæäåííî, è, òàêèì îáðàçîì, ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé F íåïðåðûâíî ñõîäèòñÿ â òî÷êå
x0 îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà A.
Âî âòîðîé ãëàâå îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþò-
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ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé F = (fj)
∞
j=1,

çàäàííûå â åäèíè÷íîì êðóãå D : |z| < 1. Îïèðàÿñü íà ïî-
íÿòèå ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà, ìû ïðîâîäèì ñèñòåìàòè÷åñêîå
èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âáëèçè ãðàíè÷-
íîé îêðóæíîñòè.
Ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû ìîæíî ðàñöåíèâàòü êàê àíàëîãè ñî-

îòâåòñòâóþùèõ òåîðåì î ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâàõ äëÿ îäíîé
ôóíêöèè � òåîðåìû Ï.Ôàòó î ðàäèàëüíûõ ïðåäåëàõ, òåîðå-
ìû Ý.Ëèíäåë¼ôà îá óãëîâûõ ïðåäåëàõ, òåîðåìû î ñîâïàäå-
íèè ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ âäîëü ðàçëè÷íûõ ïóòåé, òåîðåìû
Ý.Êîëëèíãâóäà î ìíîæåñòâàõ ìàêñèìàëüíîé íåîïðåäåë¼ííîñòè.
Îòìåòèì, ÷òî ïîëíîãî ñîâïàäåíèÿ çäåñü íåò. Íàïðèìåð, ïðè

ïîñòðîåíèè àíàëîãà òåîðåìû Ôàòó, êîòîðîìó ïîñâÿùåí ïåðâûé
ïàðàãðàô, âàæíûì îêàçûâàåòñÿ ïîíÿòèå êîíñåðâàòèâíîãî ïðå-
äåëüíîãî ìíîæåñòâà.
Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ñêàæåì, ÷òî ïðåäåëüíîå ìíîæå-

ñòâî C(F , A, z0) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé F = (fj)
∞
j=1

â òî÷êå z0 îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ êîí-
ñåðâàòèâíûì, åñëè îíî íå èçìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè F ëþáîé å¼ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ò.å.
C(F , A, z0) = C(Φ, A, z0) äëÿ âñÿêîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ôóíêöèé Φ = (fjk)

∞
k=1.

Àíàëîã òåîðåìû Ôàòó çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òåîðåìà 2.1.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F = (fj)
∞
j=1 îäíîëèñòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ

â êðóãå D : |z| < 1 ôóíêöèé èìåëà ï.â. íà îêðóæíîñòè |z| = 1
ðàäèàëüíûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ (ò.å. ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà
C(F , γθ, e

iθ) âäîëü ðàäèóñîâ γθ : z = reiθ, 0 ≤ r < 1, âûðîæäåí-
íû äëÿ ï.â. θ ∈ [0, 2π]), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè
ï.â. θ ∈ [0, 2π] äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé F èìåëà â
òî÷êå eiθ êîíñåðâàòèâíîå ðàäèàëüíîå ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî.
Óñëîâèå êîíñåðâàòèâíîñòè çäåñü íå ìîæåò áûòü îòáðîøåíî,

÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì êîíòðïðèìåðîì.
Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ýòîé òåîðåìû ìû ïîëó÷àåì äîïîëíåíèå

ê êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Êàðàòåîäîðè î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâà-
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òåëüíîñòè êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé.
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà î ñâÿçè óã-

ëîâûõ è ðàäèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå ôóíêöèé, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå Ëèíäå-
ë¼ôà äëÿ îäíîé ôóíêöèè.
Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü â êðóãå D : |z| < 1 çàäàíà ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F = (fj)
∞
j=1 àíàëèòè÷åñêèõ

ôóíêöèé fj(z). Åñëè å¼ ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî C(F , γθ, e
iθ)

âäîëü ðàäèóñà γθ : z = reiθ, 0 ≤ r < 1, âûðîæäåííî, òî òàêî-
âûì æå ÿâëÿåòñÿ è ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî C(F , ∆θ, e

iθ) âäîëü
ëþáîãî óãëà ∆θ ñ âåðøèíîé â eiθ, îáðàçîâàííîãî õîðäàìè îêðóæ-
íîñòè |z| = 1.
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ìû ïîäðîáíî èññëåäóåì ââåä¼ííîå ïî-

íÿòèå êîíñåðâàòèâíîãî ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà: äà¼ì êðèòåðèé
êîíñåðâàòèâíîñòè, îïèñûâàåì òîïîëîãè÷åñêîå ñòðîåíèå ìíîæå-
ñòâà òî÷åê, â êîòîðûõ ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ êîíñåð-
âàòèâíûì, ïðèâîäèì òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè êîíñåðâàòèâíûõ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Îãðàíè÷èìñÿ çäåñü êðèòåðèåì êîíñåðâàòèâíîñòè, äëÿ ôîð-

ìóëèðîâêè êîòîðîãî ìû ââîäèì ïîíÿòèå íèæíåãî ïðåäåëüíîãî
ìíîæåñòâà, èìåþùåå è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.
Îïðåäåëåíèå 2.3.1. Íèæíèì ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé F = (fj)
∞
j=1 â òî÷êå z0 îòíîñè-

òåëüíî ìíîæåñòâà A íàçîâ¼ì ñîâîêóïíîñòü C (F , A, z0) òî-
÷åê w òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
(zj)

∞
j=1 ⊂ A, lim

j→∞
zj = z0, äëÿ êîòîðîé lim

j→∞
fj(zj) = w.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò äðóãèå ýêâèâàëåíòíûå îïèñàíèÿ
íèæíåãî ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà, îïðàâäûâàþùèå åãî íàçâà-
íèå.
Òåîðåìà 2.3.1. Íèæíåå ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ôóíêöèé ïðåäñòàâèìî â âèäå
1)

C (F , A, z0) =
⋂
r>0

Li
j→∞

∆j(A, r) ,
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ãäå Li
j→∞

∆j(A, r) � íèæíèé òîïîëîãè÷å-
ñêèé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ
∆j(A, r) = fj(δr ∩ A), δr = {z : |z − z0| < r}, j = 1, 2, . . .
2)

C (F , A, z0) =
⋂

Φ⊂F

C(Φ, A, z0) ,

ãäå ïåðåñå÷åíèå áåð¼òñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòÿì ôóíêöèé Φ = (fjk)

∞
k=1 èç F .

Êðèòåðèé êîíñåðâàòèâíîñòè çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òåîðåìà 2.3.2. Ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè ôóíêöèé C(F , A, z0) êîíñåðâàòèâíî òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îíî ñîâïàäàåò ñ íèæíèì ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì
C(F , A, z0) = Ñ (F , A, z0) .
Â ÷åòâ¼ðòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìàòðèâàåì ðàâíîìåðíî îãðà-

íè÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè F = (fj)
∞
j=1 îäíîëèñòíûõ àíà-

ëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå D : |z| < 1 ôóíêöèé è íà-
õîäèì óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñîâïàäåíèå ïðåäåëüíûõ ìíî-
æåñòâ C(F , A1, e

iθ) è C(F , A2, e
iθ) ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ôóíêöèé âäîëü ðàçëè÷íûõ ïóòåé A1,A2 , âåäóùèõ â îäíó òî÷êó
eiθ ∈ ∂D.
×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó, ìû ââî-

äèì íîâûé òèï ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà. Ñêàæåì, ÷òî ïîëíîå
ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî C(F , D, eiθ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíê-
öèé F = (fj)

∞
j=1 ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèìñÿ , åñëè â òî÷êå eiθ

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
lim
r→0
j→∞

dIfj(δr ∩D) = 0 ,

ãäå δr = {z : |z − eiθ| < r}, à dIM � âíóòðåííèé äèàìåòð
ìíîæåñòâà M , ò.å. òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü äèàìåòðîâ êðóãîâ K,
öåëèêîì ñîäåðæàùèõñÿ â ýòîì ìíîæåñòâå

dIM = sup
K⊂M

diam K .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äà¼ò ïðîñòåéøèé ïðèçíàê ñæèìàå-
ìîñòè ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà.
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Ëåììà 2.4.1. Åñëè ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî C(F , D, eiθ) íå
ñîäåðæèò âíóòðåííèõ òî÷åê, òî îíî ñæèìàþùååñÿ.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ÷åòâåðòîãî ïàðàãðàôà çâó÷èò òàê.
Òåîðåìà 2.4.1. Ïóñòü â êðóãå D : |z| < 1 çàäàíà ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F = (fj)
∞
j=1 îäíîëèñòíûõ

àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé fj(z), è ïóñòü â òî÷êå eiθ ïðåäåëüíîå
ìíîæåñòâî C(F , D, eiθ) ñæèìàþùååñÿ. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ
ìíîæåñòâ A1, A2 ⊂ D, èìåþùèõ íà ∂D îäíó îáùóþ ïðåäåëü-
íóþ òî÷êó eiθ, îòêëîíåíèå ïî Õàóñäîðôó â ãèïåðáîëè÷åñêîé
ìåòðèêå êîíå÷íî, ò.å.

disth(A1, A2) < +∞ ,

òî âäîëü ýòèõ ìíîæåñòâ ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ôóíêöèé F ñîâïàäàþò, à èìåííî

C(F , A1, e
iθ) = C(F , A2, e

iθ) .

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàçûâàåì äâå òåîðåìû î ìíîæåñòâàõ
ìàêñèìàëüíîé íåîïðåäåë¼ííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíê-
öèé, àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì Ý.Êîëëèíãâóäà äëÿ îäíîé ôóíê-
öèè.
Â òðåòüåé ãëàâå ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ïðîäîëæåíèè ñâîéñòâà ñõî-

äèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ìíî-
æåñòâî ñâîèõ îñîáåííîñòåé.
Â ïåðâîíà÷àëüíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à îá óñòðàíèìîñòè íåêî-

òîðîãî ìíîæåñòâà E èç îáëàñòè D îçíà÷àåò ïîèñê óñëîâèé,
ïðè êîòîðûõ äëÿ êàæäîé îãðàíè÷åííîé àíàëèòè÷åñêîé â D \E
ôóíêöèè f (z) îáåñïå÷èâàåòñÿ âîçìîæíîñòü å¼ äîîïðåäåëåíèÿ íà
âñþ îáëàñòü D ñ ñîõðàíåíèåì ñâîéñòâà àíàëèòè÷íîñòè.
Ìíîæåñòâà E, äàþùèå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è

ïðèíÿòî íàçûâàòü AB-óñòðàíèìûìè (èëè AB-ìíîæåñòâàìè).
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òàêèå ìíîæåñòâà õîðîøî èçó÷åíû â ðàáîòàõ
Å.Ï.Äîëæåíêî, À.Ã.Âèòóøêèíà, Ñ.ß.Õàâèíñîíà è äðóãèõ. Äî-
ñòàòî÷íûì óñëîâèåì AB-óñòðàíèìîñòè ìíîæåñòâà E ÿâëÿåòñÿ
ðàâåíñòâî íóëþ åãî äëèíû, ò.å. îäíîìåðíîé ìåðû Õàóñäîðôà
m1E = 0, à íåîáõîäèìûì � ðàâåíñòâî íóëþ åãî α-ìåðíîé ìåðû

13



Õàóñäîðôà mαE = 0 ïðè âñåõ α > 1. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷-
íîå óñëîâèå AB-óñòðàíèìîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â ðàâåíñòâå íóëþ
òàê íàçûâàåìîé àíàëèòè÷åñêîé ¼ìêîñòè ìíîæåñòâà γ(E) = 0.
Äîïîëíèòåëüíî ê AB-óñòðàíèìûì ìíîæåñòâàì ìû ââîäèì

åù¼ äâà òèïà óñòðàíèìûõ ìíîæåñòâ, âûðàæàåìûå òåðìèíàìè
C- è C1-óñòðàíèìîñòè, ñóòü êîòîðûõ ñîñòîèò â òðåáîâàíèè âû-
ðîæäåííîñòè â êàæäîé òî÷êå a ∈ E è äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé
àíàëèòè÷åñêîé â D \E ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäåëüíûõ
ìíîæåñòâ: C(f,D \E, a) � â ñëó÷àå C-óñòðàíèìûõ ìíîæåñòâ
è C(ϕ, (D \ E)2 \ I, A) � â ñëó÷àå C1-óñòðàíèìûõ ìíîæåñòâ,
ãäå ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ

ϕ(z, ζ) =
f (z)− f (ζ)

z − ζ

îïðåäåëåíà ïðè z, ζ ∈ D \ E, z 6= ζ, A = (a, a), à
I = {(z, ζ) : z = ζ} � äèàãîíàëü â C2.
Ïóò¼ì íåñëîæíûõ ðàññóæäåíèé ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî óñëî-

âèÿ êàê C-óñòðàíèìîñòè, òàê è C1-óñòðàíèìîñòè ãàðàíòèðóþò
âîçìîæíîñòü ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè f (z) íà ìíîæåñòâî E ïî
íåïðåðûâíîñòè, ïðè ýòîì óñëîâèå C1-óñòðàíèìîñòè îáåñïå÷è-
âàåò åù¼ è àíàëèòè÷íîñòü òàêîãî ïðîäîëæåíèÿ.
Áîëåå ñèëüíûì óòâåðæäåíèåì çäåñü ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 3.1.2. Êëàññû óñòðàíèìûõ ìíîæåñòâ AB, C è C1

ïîïàðíî ñîâïàäàþò.
Îïèøåì òåïåðü äëÿ ñåìåéñòâà âñåâîçìîæíûõ ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé F = (fj)
∞
j=1 àíàëèòè÷åñêèõ

è íåïðåðûâíî ñõîäÿùèõñÿ â D \E ôóíêöèé fj(z) êëàññû óñòðà-
íèìûõ ìíîæåñòâ.

ÃB-óñòðàíèìûå ìíîæåñòâà E ⊂ D õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì,
÷òî âî âñÿêîé òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè F = (fj)

∞
j=1 êàæ-

äàÿ ôóíêöèÿ fj(z) ìîæåò áûòü äîîïðåäåëåíà äî àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèè íà âñþ îáëàñòü D, è ïîëó÷àåìàÿ òàê ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü äîîïðåäåë¼ííûõ ôóíêöèé íåïðåðûâíî ñõîäèòñÿ â êàæ-
äîé òî÷êå îáëàñòè D (÷òî ðàâíîñèëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìî-
ñòè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âíóòðè D).
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Áîëåå ñëàáîé ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà C̃-óñòðàíèìîãî ìíî-
æåñòâà, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â òîì, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè a ∈ E
ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî C(F , D \E, a) âûðîæäåííî äëÿ âñÿêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé F = (fj)

∞
j=1.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå C̃-óñòðàíèìîñòè ìíîæåñòâà
E ïîçâîëÿåò ïðîäîëæèòü ïî íåïðåðûâíîñòè íà âñþ îáëàñòü
D êàæäóþ èç ôóíêöèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè F = (fj)

∞
j=1 òàê,

÷òî ýòà ïðîäîëæåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé íåïðåðûâ-
íî ñõîäèòñÿ â D (à çíà÷èò, ñõîäèòñÿ ðàíîìåðíî âíóòðè D).
Íàêîíåö, C̃1-óñòðàíèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ D õàðàêòåðèçó-

åòñÿ óñëîâèåì âûðîæäåííîñòè â êàæäîé òî÷êå A = (a, a), ãäå
a ∈ E, ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà C((ϕj)

∞
j=1, (D \ E)2 \ I, A), ãäå

(ϕj)
∞
j=1 � ïðîèçâîëüíî âûáðàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

äâóõ ïåðåìåííûõ

ϕj(z, ζ) =
fj(z)− fj(ζ)

z − ζ
, j = 1, 2, . . . ,

îïðåäåë¼ííàÿ ïðè z, ζ ∈ D\E, z 6= ζ, èñõîäÿ èç êàêîé-ëèáî ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé íàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé F = (fj)

∞
j=1.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì âòîðîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùàÿ
Òåîðåìà 3.2.1. Êëàññû óñòðàíèìûõ ìíîæåñòâ ÃB, C̃1, C̃,

AB, C1 è C ïîïàðíî ñîâïàäàþò.
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à î ïðî-

äîëæåíèè ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ëèøü
ãîìåîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé � êîíôîðìíûõ, êâàçèêîíôîðìíûõ
è áîëåå îáùèõ.
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