
Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

Ñòóêà÷åâà Ìàðèíà Âèêòîðîâíà

ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÎÅ ÑÂÎÉÑÒÂÎ È
ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÔÎÐÌÓËÛ Â ÊËÀÑÑÅ
ÐÀÑØÈÐÅÍÈÉ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÉ ËÎÃÈÊÈ

01.01.06 � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà,
àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë

Àâòîðåôåðàò
äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷¼íîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Íîâîñèáèðñê � 2006



Ðàáîòà âûïîëíåíà â ëàáîðàòîðèè ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì Èíñòèòóòà Ìàòåìàòèêè
èì. Ñ.Ë.Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ

Íàó÷íûå ðóêîâîäèòåëè:
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
Áåëÿêèí Íèêîëàé Âàñèëüåâè÷
êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
Îäèíöîâ Ñåðãåé Ïàâëîâè÷

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû:
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð Áóäêèí Àëåêñàíäð Èâàíîâè÷
êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
äîöåíò Øðàéíåð Ïàâåë Àëåêñàíäðîâè÷

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ:
Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò.

Çàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ 2 íîÿáðÿ 2006 ã. â 14 ÷àñ. 15 ìèí.
íà çàñåäàíèè Äèññåðòàöèîííîãî Ñîâåòà Ê 212.174.01 Íîâîñèáèðñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ïî àäðåñó: 630090, ã. Íîâîñèáèðñê�90,
óë. Ïèðîãîâà, 2.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå Íîâîñèáèðñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí � � 2006 ã.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà
êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê À.Ä.Áîëüáîò



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Îäíèì èç áóðíî ðàçâèâàþùèõñÿ íàïðàâëåíèé
ñîâðåìåííîé íåêëàññè÷åñêîé ëîãèêè ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâûõ
ëîãèê � ëîãèê, êîòîðûå äîïóñêàþò ïðîòèâîðå÷èâûå, íî íåòðèâèàëüíûå
òåîðèè. Ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâûå ëîãèêè ïîçâîëÿþò îñóùåñòâëÿòü íåòðèâèàëüíûå
âûâîäû èç ïðîòèâîðå÷èâîãî ìíîæåñòâà ãèïîòåç. Ëîãèêè, â êîòîðûõ âñå
ïðîòèâîðå÷èâûå òåîðèè òðèâèàëüíû, íàçûâàþò èçáûòî÷íûìè. Îáúåêòèâíîé
îñíîâîé ïîÿâëåíèÿ ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâûõ ëîãèê ÿâëÿåòñÿ ñòðåìëåíèå
îòðàçèòü ñðåäñòâàìè ëîãèêè ñïåöèôèêó ìûøëåíèÿ ÷åëîâåêà î ïåðåõîäíûõ
ñîñòîÿíèÿõ, êîòîðûå íàðÿäó ñ óñòîé÷èâîñòüþ è îòíîñèòåëüíûì ïîêîåì
íàáëþäàþòñÿ â ïðèðîäå, îáùåñòâå è ïîçíàíèè, è â ðàçíîé ñòåïåíè ñâÿçàíû
ñ ëîãè÷åñêèì ïîíÿòèåì ïðîòèâîðå÷èâîñòè. Ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâàÿ ëîãèêà
ñâÿçàíà ñî ìíîãèìè âèäàìè íåêëàññè÷åñêèõ ëîãèê: ñ ìîäàëüíîé ëîãèêîé
(ñèñòåìîé S5 Ê.Ëüþèñà), ñ ìíîãîçíà÷íûìè ëîãèêàìè, ñ ðåëåâàíòíîé
ëîãèêîé, ãäå òîæå íå ïðèíèìàåòñÿ ïðèíöèï ex contraditione quodlibet :
ïðîòèâîðå÷èå âëå÷åò âñå, ÷òî óãîäíî. Îòâåðãàÿ ýòîò ïðèíöèï, ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâàÿ
ëîãèêà ïîçâîëÿåò èçó÷àòü ôåíîìåí ïðîòèâîðå÷èÿ ñàì ïî ñåáå.

Ìèíèìàëüíàÿ ëîãèêà Lj (èëè, èíà÷å, ëîãèêà Èîãàíññîíà), ïðåäëîæåííàÿ
È.Èîãàíññîíîì â 1936 ãîäó â ïðîöåññå êðèòèêè ïðèíöèïà �ïðîòèâîðå÷èå
âëå÷åò âñå, ÷òî óãîäíî� â êîíñòðóêòèâíûõ ðàññóæäåíèÿõ, çàñëóæèâàåò
îñîáîãî âíèìàíèÿ êàê ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâûé àíàëîã èíòóèöèîíèñòñêîé
ëîãèêè Li. Àêñèîìàòèêà Lj ïîëó÷àåòñÿ âû÷åðêèâàíèåì ex contraditione
quodlibet èç ñòàíäàðòíîãî ñïèñêà àêñèîì èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè, òî÷íåå:
Li=Lj+{⊥ ⊃ p}. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëèñü ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû,
ïîñâÿùåííûå ëîãèêå Èîãàíññîíà, â ÷àñòíîñòè, ðàáîòû Ñ. Îäèíöîâà, â
êîòîðûõ èçó÷àåòñÿ êëàññ JHN ðàñøèðåíèé ëîãèêè Lj [?, ?, ?, ?, ?, ?].

Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ íàéäåíà îäíà âàæíàÿ ÷åðòà, îòëè÷àþùàÿ êëàññ
Lj-ðàñøèðåíèé îò êëàññîâ ðàñøèðåíèé èçáûòî÷íûõ èíòóèöèîíèñòñêîé
Li è ìîäàëüíîé K4 ëîãèê. Êëàññ JHN èìååò íåòðèâèàëüíóþ, â íåêîòîðîì
ñìûñëå òðåõìåðíóþ, ãëîáàëüíóþ ñòðóêòóðó, ÷òî ïîçâîëÿåò ñâåñòè åãî
îïèñàíèå, äî îïðåäåëåííîé ñòåïåíè, ê õîðîøî èçó÷åííûì êëàññàì ïðîìåæóòî÷íûõ
è ïîçèòèâíûõ ëîãèê. Êàê îêàçàëîñü, êëàññ JHN ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì
îáúåäèíåíèåì òðåõ êëàññîâ: èçâåñòíîãî êëàññà ïðîìåæóòî÷íûõ ëîãèê
INT; êëàññà NEG, ñîñòîÿùåãî èç íåãàòèâíûõ ëîãèê (äåôèíèöèàëüíî
ýêâèâàëåíòíûõ ïîçèòèâíûì), ñîäåðæàùèõ ñõåìó ¬p, è êëàññà PAR ñîáñòâåííî
ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâûõ ðàñøèðåíèé ìèíèìàëüíîé ëîãèêè, ñîäåðæàùåãî
âñå ëîãèêè, íå ïîïàâøèå â ïåðâûå äâà êëàññà. Òîò ôàêò, ÷òî ñóùåñòâóåò
ðåøåòî÷íûé ãîìîìîðôèçì ðåøåòêè PAR íà ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå INT
è NEG ìîòèâèðóåò ïîïûòêó èññëåäîâàíèÿ ñâÿçåé ìåæäó ëîãèêàìè óêàçàííûõ
êëàññîâ, îáëàäàþùèìè îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè, â ÷àñòíîñòè, äèçúþíêòèâíûì
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ñâîéñòâîì (DP ).
Ïðîáëåìà äèçúþíêòèâíîãî ñâîéñòâà ëîãèê âïåðâûå áûëà ïîäíÿòà â

ñâÿçè ñ ðàññìîòðåíèåì ÷àñòíîãî àñïåêòà: çàêîíà èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî
(tertium non datur), óòâåðæäàþùåãî, ÷òî îäíî èç äâóõ âûñêàçûâàíèé
ϕ èëè ¬ϕ ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì. Èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà îñíîâàíà â
ðåçóëüòàòå îòêàçà îò çàêîíà èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî. Ïîçæå áûëî óñòàíîâëåíî,
÷òî Li îáëàäàåò äèçúþíêòèâíûì ñâîéñòâîì. Âïîñëåäñòâèè Ëóêàñåâè÷
(1952 ã.) âûñêàçàë ãèïîòåçó î òîì, ÷òî äèçúþíêòèâíîå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè (ò.å. èíòóèöèîíèñòñêàÿ
ëîãèêà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ïðîìåæóòî÷íîé ëîãèêîé ñ DP ), ÷òî, â
ñâîþ î÷åðåäü, èíäóöèðîâàëî èññëåäîâàíèÿ óêàçàííîãî ñâîéñòâà â êëàññå
INT. Â ÷àñòíîñòè, áûëè âûäåëåíû ëîãèêè Êðàéçåëÿ�Ïàòíåìà KP è
Ñêîòòà SL � ïåðâûå ñîáñòâåííûå ðàñøèðåíèÿ èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè,
îáëàäàþùèå äèçúþíêòèâíûì ñâîéñòâîì (ñì., íàïðèìåð, [?, ?]). Êðîìå
òîãî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì ïðîìåæóòî÷íûõ ëîãèê
ñ DP [?].

Òðóäíîñòè, ñ êîòîðûìè ìû ñòîëêíóëèñü ïðè ðàáîòå íàä ðåçóëüòàòàìè
î äèçúþíêòèâíîì ñâîéñòâå â êëàññå Lj-ðàñøèðåíèé ïðèâåëè, â íåêîòîðîì
ñìûñëå, ê âûâîäó î íåîáõîäèìîñòè ïîïîëíåíèÿ àðñåíàëà ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ,
îïðåäåëåííûõ íà êëàññå ðàñøèðåíèé ìèíèìàëüíîé ëîãèêè. Ýòîò ôàêò
âïîëíå èíèöèèðóåò ââåäåíèå òåõíèêè êàíîíè÷åñêèõ ôîðìóë êàê ìîùíîãî
ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ ðàñøèðåíèé ëîãèêè Èîãàíññîíà.

Âïåðâûå òåõíèêà êàíîíè÷åñêèõ ôîðìóë áûëà ââåäåíà Ì.Çàõàðüÿ-
ùåâûì äëÿ ðàñøèðåíèé ìîäàëüíîé ëîãèêè S4 [?], à çàòåì ñèíòàêñè÷åñêè
ïåðåíåñåíà íà êëàññ ïðîìåæóòî÷íûõ ëîãèê [?]. Â äèññåðòàöèè òåõíèêà
êàíîíè÷åñêèõ ôîðìóë ââåäåíà äëÿ ëîãèê êëàññà JHN. Êðîìå òîãî, â
ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî àêñèîìàòèçèðóåìîñòè ïðîèçâîëüíîãî
ðàñøèðåíèÿ èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè Li îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåãî
êëàññà êàíîíè÷åñêèõ ôîðìóë.
Öåëü ðàáîòû. Èññëåäîâàòü óñëîâèÿ íàñëåäîâàíèÿ äèçúþíêòèâíîãî
ñâîéñòâà ëîãèêàìè êëàññà ðàñøèðåíèé ìèíèìàëüíîé ëîãèêè; ðàñïðîñòðàíèòü
òåõíèêó êàíîíè÷åñêèõ ôîðìóë íà êëàññ ðàñøèðåíèé ìèíèìàëüíîé ëîãèêè.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàíû ñåìàíòè÷åñêèå
è ñèíòàêñè÷åñêèå ìåòîäû íåêëàññè÷åñêèõ ëîãèê, òàêèå êàê, ìåòîä êàíîíè÷åñêèõ
ìîäåëåé, ìåòîä ôèëüòðàöèè, ñëýø Êëèíè, àëãåáðàè÷åñêàÿ ñåìàíòèêà,
òåõíèêà êàíîíè÷åñêèõ ôîðìóë.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è
ñíàáæåíû ïîäðîáíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. íàéäåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íàñëåäîâàíèÿ äèçúþíêòèâíîãî ñâîéñòâà
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ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâîãî ðàñøèðåíèÿ L ìèíèìàëüíîé ëîãèêè åå èíòóèöèîíèñòñêèì
è íåãàòèâíûì íàïàðíèêàìè; â ñëó÷àå íåãàòèâíîãî íàïàðíèêà óêàçàííîå
óñëîâèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî äàííàÿ ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâàÿ ëîãèêà äîëæíà
ñîäåðæàòü âûäåëåííóþ â äèññåðòàöèè ëîãèêó Lf ;

2. äëÿ ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâîé ëîãèêè Lf îïèñàíà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñåìàíòèêà
è ñåìàíòèêà â òåðìèíàõ øêàë Êðèïêå; äîêàçàíî, ÷òî ëîãèêà Lf ôèíèòíî
àïïðîêñèìèðóåìà, ðàçðåøèìà è îáëàäàåò äèçúþíêòèâíûì ñâîéñâîì;

3. ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâûé àíàëîã Lkp ïðîìåæóòî÷íîé ëîãèêè Êðàé-
çåëÿ�Ïàòíåìà îõàðàêòåðèçîâàí â òåðìèíàõ øêàë Êðèïêå; äîêàçàíî, ÷òî
ëîãèêà Lkp ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìà, ðàçðåøèìà è îáëàäàåò äèçúþíêòèâíûì
ñâîéñòâîì;

4. äîêàçàíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîìåæóòî÷íîé ëîãèêå ñ äèçúþíêòèâíûì
ñâîéñòâîì è ïðîèçâîëüíîé íåãàòèâíîé ëîãèêå ðåëÿòèâèçîâàííàÿ ëîãèêà
Ãëèâåíêî è ñâîáîäíàÿ êîìáèíàöèÿ îáëàäàþò äèçúþíêòèâíûì ñâîéñòâîì.
Ýòî îïðåäåëÿåò äâà êîíòèíóàëüíûõ ñåìåéñòâà ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâûõ
ëîãèê ñ äèçúþíêòèâíûì ñâîéñòâîì;

5. îïðåäåëåíû êàíîíè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ðàñøèðåíèé ìèíèìàëüíîé
ëîãèêè; äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå êîíå÷íî àêñèîìàòèçèðóåìîå ðàñøèðåíèå
ìèíèìàëüíîé ëîãèêè ìîæåò áûòü àêñèîìàòèçèðîâàíî êîíå÷íûì ÷èñëîì
êàíîíè÷åñêèõ ôîðìóë.
Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå
ìåòîäû è ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëåçíû ñïåöèàëèñòàì â îáëàñòè íåêëàññè÷åñêèõ
ëîãèê.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè,
äîêëàäûâàëèñü íà:

• çàñåäàíèÿõ ñåìèíàðîâ �Àëãåáðà è ëîãèêà� è �Íåñòàíäàðòíûå ëîãèêè�
êàôåäðû àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà ÍÃÓ,

• ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé ñòóäåí÷åñêîé êîíôåðåíöèè "Ñòóäåíò è
íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ"(Íîâîñèáèñê, 2002),

• ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ"(Íîâîñèáèðñê,
2002, 2004),

• ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè Logic Colloquium 2005 (Àôèíû, 2005).
• 9�îé Àçèàòñêîé êîíôåðåíöèè ïî ëîãèêå (Íîâîñèáèðñê, 2005).

Ïóáëèêàöèè.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ
àâòîðà [?]�[?].
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ
ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 32 íàèìåíîâàíèÿ. Îáùèé îáúåì
äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 121 ñòðàíèöó. Â ðàáîòå ïðèíÿòà äâîéíàÿ íóìåðàöèÿ
óòâåðæäåíèé. Íàïðèìåð, íîìåð 2.3 îçíà÷àåò, ÷òî äàííîå óòâåðæäåíèå
íàõîäèòñÿ âî âòîðîé ãëàâå è èìååò ïîðÿäêîâûé íîìåð 3.
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Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè
Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, ïðèâîäÿòñÿ

íåêîòîðûå èçâåñòíûå ôàêòû, êàñàþùèåñÿ äèçúþíêòèâíîãî ñâîéñòâà â
êëàññå ïðîìåæóòî÷íûõ ëîãèê è òåõíèêè êàíîíè÷åñêèõ ôîðìóë, ââåäåííîé
äëÿ ìîäàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ ëîãèê.

Â ãëàâå 1 ïðèâåäåíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû, êîòîðûå
áóäóò íåîáõîäèìû â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ. Ââåäåì òå èç íèõ, êîòîðûå
èñïîëüçóþòñÿ ïðè ôîðìóëèðîâêå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûå ëîãèêè â ÿçûêå 〈∨,∧,⊃,⊥〉,
ïðè ýòîì îòðèöàíèå ñ÷èòàåòñÿ ñîêðàùåíèåì, ¬ϕ = ϕ ⊃⊥, ãäå ⊥ �
êîíñòàíòà �àáñóðä�. Êàê îáû÷íî, ëîãèêà � ýòî ìíîæåñòâî ôîðìóë, çàìêíóòîå
îòíîñèòåëüíî ïðàâèë ïîäñòàíîâêè è modus ponens.

Èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà Li àêñèîìàòèçèðóåòñÿ îòíîñèòåëüíî Lj
àêñèîìîé {⊥ ⊃ p}. Êðîìå òîãî,

Lk = Li + {p ∨ ¬p} � êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà,
Ln = Lj + {¬p} � íåãàòèâíàÿ ëîãèêà,
Lmn = Lj + {¬p}+ {((p ⊃ q) ⊃ p) ⊃ p} � ìàêñèìàëüíàÿ íåãàòèâíàÿ

ëîãèêà,
Le = Lj+{((p ⊃ q) ⊃ p) ⊃ p}� ëîãèêà êëàññè÷åñêîé îïðîâåðæèìîñòè

(ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿ Êàððè [?]),
F � òðèâèàëüíàÿ ëîãèêà, òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìóë.
Ïóñòü A � àëãåáðà â ñèãíàòóðå 〈∧,∨,⊃,⊥, 1〉. Áóäåì íàçûâàòü A-

îöåíêîé ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå V : {p0, p1, ...} → A èç ìíîæåñòâà
ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ â îñíîâíîå ìíîæåñòâî àëãåáðû A. Êàæäàÿ
A-îöåíêà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ìíîæåñòâî âñåõ
ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ôîðìóë. Ôîðìóëà ϕ èñòèííà â A (ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì
àëãåáðû A), ñèìâîëè÷åñêè A |= ϕ, åñëè V (ϕ) = 1 äëÿ ëþáîé A-îöåíêè
V .

j-àëãåáðàìè íàçûâàþòñÿ èìïëèêàòèâíûå ðåøåòêè, ðàññìàòðèâàåìûå
â ñèãíàòóðå 〈∧,∨,⊃,⊥, 1〉, ãäå ⊥ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïðîèçâîëüíûé
ýëåìåíò ðåøåòêè. Ìíîãîîáðàçèþ j-àëãåáð ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ
ëîãèêà Lj [?, ?].

Ïóñòü A = 〈A,∨,∧,⊃,⊥, 1〉� ïðîèçâîëüíàÿ j-àëãåáðà. Áóäåì íàçûâàòü
âåðõíåé àëãåáðîé ( êàê è â [?, ?]), àññîöèèðîâàííîé ñ j-àëãåáðîé A,
àëãåáðó Ãåéòèíãà A⊥ ñ óíèâåðñóìîì A⊥ = {a ∈ A | a ≥⊥} è îïåðàöèÿìè,
èíäóöèðîâàííûìè èç A.Íèæíåé àëãåáðîé, àññîöèèðîâàííîé ñ j-àëãåáðîé
A, íàçûâàåòñÿ íåãàòèâíàÿ àëãåáðà A⊥ ñ óíèâåðñóìîì
A⊥ = {a ∈ A | a ≤⊥}, îïåðàöèÿìè ∧,∨, èíäóöèðîâàííûìè èç A, è
èìïëèêàöèåé, îïðåäåëåííîé ñëåäóþùèì îáðàçîì: x ⊃⊥ y ­ (x ⊃ y)∧ ⊥.

Â [?, ?, ?] îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà êëàññà ðàñøèðåíèé ìèíèìàëüíîé
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ëîãèêè. Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü JHN � êëàññ âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ðàñøèðåíèé
ìèíèìàëüíîé ëîãèêè Lj, INT � êëàññ âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ ëîãèê (ò.å.
âñåõ ðàñøèðåíèé Lj, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâ çàêîí ⊥⊃ p),
NEG � êëàññ íåãàòèâíûõ ëîãèê (ðàñøèðåíèé Lj, ñîäåðæàùèõ àêñèîìó
¬p (èëè ⊥)) è PAR ­ JHN − (INT ∪NEG) � êëàññ âñåõ ñîáñòâåííî
ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâûõ ðàñøèðåíèé Lj.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. [?] Äëÿ ëþáîé ëîãèêè L ∈ JHN îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå
ðàâíîñèëüíîñòè:

1. L ∈ INT ⇔ Li ⊆ L ⊆ Lk,

2. L ∈ NEG ⇔ Ln ⊆ L ⊆ Lmn,

3. L ∈ PAR ⇔ Lj ⊆ L ⊆ Le.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàñøèðåíèÿ L ìèíèìàëüíîé ëîãèêè îïðåäåëåíû
(ñì. [?, ?]) èíòóèöèîíèñòñêèé è íåãàòèâíûé íàïàðíèêè, à èìåííî:

Lint = L + {⊥ ⊃ p}, Lneg = L + {⊥},
ïðè ýòîì Lint ∈ INT, Lneg ∈ NEG.

Äëÿ L1 ∈ INT è L2 ∈ NEG îïðåäåëÿåòñÿ ëîãèêà L1∗L2, íàçûâàåìàÿ
ñâîáîäíîé êîìáèíàöèåé ëîãèê L1 è L2, à èìåííî:

L1 ∗ L2 ­ Lj + {I(ϕ),⊥⊃ ψ | ϕ ∈ L1, ψ ∈ L2}.
Ïóñòü L1 ∈ INT è L2 ∈ NEG. Ðàññìîòðèì êëàññ ëîãèê ñ ôèêñèðîâàííûìè

èíòóèöèîíèñòñêèì è íåãàòèâíûì íàïàðíèêàìè L1 è L2 ([?, ?])
Spec(L1, L2) ­ {L ⊇ Lj | Lint = L1, Lneg = L2}.

Â ðàáîòå [?] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ L1 ∈ INT è
L2 ∈ NEG êëàññ

Spec(L1, L2)=[L1 ∗ L2, L1 ∩ L2]

îáðàçóåò èíòåðâàë â ðåøåòêå JHN, ïðè ýòîì èíòåðâàëû âèäà Spec
âñåãäà íå ïóñòû, ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ äëÿ ðàçíûõ ëîãèê L1, L2

è

JHN=
⋃{Spec(L1, L2) | L1 ∈ INT, L2 ∈ NEG}.

Áîëåå òîãî, âñÿêèé èíòåðâàë âèäà Spec(L1, L2) áåñêîíå÷åí [?].
Ïóñòü A � ãåéòèíãîâà àëãåáðà, B � íåãàòèâíàÿ àëãåáðà è îòîáðàæåíèå

f : B → A � ïîëóðåøåòî÷íûé ãîìîìîðôèçì, ñîõðàíÿþùèé íàèáîëüøèé
ýëåìåíò è îïåðàöèþ âçÿòèÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè, ò.å. f(⊥) = 1,

7



f(x ∧ y) = f(x) ∧ f(y), x, y ∈ B. Â [?, ?] j-àëãåáðà A×f B îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: | A ×f B | = {(x, y) | x ∈ A, y ∈ B, x ≤ f(y)},
ðåøåòî÷íûå îïåðàöèè âû÷èñëÿþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî, îïåðàöèÿ èìïëèêàöèè
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(x1, y1) ⊃ (x2, y2) = ((x1 ⊃ x2) ∧ f(y1 ⊃ y2)), y1 ⊃ y2),

åäèíè÷íûé ýëåìåíò 1 = (1A, 1B), ïðîòèâîðå÷èå ⊥ = (⊥A,⊥B), ïðè÷åì
(A ×f B)⊥ ' A, (A ×f B)⊥ ' B. Èçâåñòíî [?], ÷òî âñÿêàÿ j-àëãåáðà
ïðåäñòàâèìà â òàêîì âèäå.

Áóäåì íàçûâàòü j-øêàëîé Êðèïêå (èëè ïðîñòî j-øêàëîé), òðîéêó
µ = 〈W,R, Q〉, ãäå W � ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ìèðîâ, R � îòíîøåíèå
äîñòèæèìîñòè òàêîå, ÷òî 〈W,R〉 � îáû÷íàÿ øêàëà Êðèïêå äëÿ èíòóèöèîíèñòêîé
ëîãèêè, ò.å. ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, Q ⊆ W � êîíóñ îòíîñèòåëüíî
R, íàçûâàåìûé êîíóñîì íåíîðìàëüíûõ ìèðîâ (ïîäìíîæåñòâî X ⊆ W
íàçûâàåòñÿ êîíóñîì îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ R, åñëè èç òîãî, ÷òî x ∈ X
è xRy ñëåäóåò y ∈ X). Ìèðû, íå âõîäÿùèå â Q, íàçûâàþòñÿ íîðìàëüíûìè.
Øêàëà íàçûâàåòñÿ îñòðîé, åñëè îíà èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò. Äëÿ
êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà U ⊆ W ïîëîæèì:

U ↑ W ­ {x ∈ W | (∃y ∈ U)(yRx)},
U ↓ W ­ {x ∈ W | (∃y ∈ U)(xRy)}.

(Â äàëüíåéøåì, â ñëó÷àÿõ, íå âûçûâàþùèõ äâóñìûñëåííîñòè, âìåñòî
U ↑ W è U ↓ W ìû áóäåì ïèñàòü U ↑ è U ↓.) Êðîìå òîãî, äëÿ âñÿêèõ
U ⊆ W , V ⊆ W ïîëîæèì:

U ⊃ V ={x ∈ W | ∀y ∈ W (xRy è y ∈ U =⇒ y ∈ V )}.
Êàê îáû÷íî, îçíà÷èâàíèå V j-øêàëû µ � ýòî îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà

ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ â ìíîæåñòâî êîíóñîâ Up(W ). Ìîäåëü
M = 〈µ, V 〉 � ýòî ïàðà, ñîñòîÿùàÿ èç øêàëû è åå îçíà÷èâàíèÿ.

Âûïîëíèìîñòü êîíñòàíòû ⊥ íà ïðîèçâîëüíîé ìîäåëè M = 〈µ, V 〉
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M |=x⊥ ⇔ x ∈ Q.

Â îñòàëüíîì, îòíîøåíèå âûïîëíèìîñòè ôîðìóë íà ìîäåëèM îïðåäåëÿåòñÿ
àíàëîãè÷íî âûïîëíèìîñòè íà îáû÷íûõ ìîäåëÿõ Êðèïêå äëÿ èíòóèöèîíèñòñêîé
ëîãèêè.

Êàê îáû÷íî, ãîâîðèì, ÷òî ôîðìóëà ϕ èñòèííà íà ìîäåëè M=〈µ, V 〉,
M |= ϕ, åñëè ∀x ∈ W âûïîëíÿåòñÿ M |=x ϕ. Ôîðìóëà ϕ èñòèííà íà
j-øêàëå µ, µ |= ϕ, åñëè îíà èñòèííà íà ìîäåëè 〈µ, V 〉 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
îçíà÷èâàíèÿ V j-øêàëû µ. Ôîðìóëà ϕ îáùåçíà÷èìà íà êëàññå K j-øêàë
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Êðèïêå, åñëè µ |= ϕ äëÿ ëþáîé j-øêàëû µ ∈ K. Ãîâîðèì, ÷òî j-øêàëà µ
ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ ëîãèêè L ∈ JHN(îáîçíà÷àåì µ |= L), åñëè µ |= ϕ
äëÿ âñåõ ϕ ∈ L. Äëÿ ëîãèêè L ∈ JHN è êëàññà j-øêàë K îïðåäåëèì

Mod(L) ­ {µ | µ |= L}, LK ­ {ϕ | ∀µ ∈ K(µ |= ϕ)}.
Ëîãèêà L èç êëàññà JHN ïîëíà ïî Êðèïêå, åñëè L = LMod(L). Ëîãèêà
L ∈ JHN õàðàêòåðèçóåòñÿ (èëè îïðåäåëÿåòñÿ) êëàññîì j-øêàë K,
åñëè L = LK. Ëîãèêà íàçûâàåòñÿ ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìîé, åñëè
îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ êëàññîì êîíå÷íûõ øêàë Êðèïêå.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà äèçúþíêòèâíîìó ñâîéñòâó â êëàññå ðàñøèðåíèé
ìèíèìàëüíîé ëîãèêè. Ëîãèêà L îáëàäàåò äèçúþíêòèâíûì ñâîéñòâîì
(áóäåì ïèñàòü L ∈ DP ), åñëè äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ,ψ èç òîãî, ÷òî (ϕ ∨
ψ) ∈ L ñëåäóåò, ÷òî ϕ ∈ L èëè ψ ∈ L.

Ë.Ìàêñèìîâà [?] ðàññìîòðåëà àëãåáðàè÷åñêèé ýêâèâàëåíò äèçúþíêòèâíîãî
ñâîéñòâà äëÿ ëîãèê ïîëíûõ îòíîñèòåëüíî êëàññà ïñåâäîáóëåâûõ àëãåáð.
Êàê îêàçàëîñü, äàííûé ðåçóëüòàò ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà ëîãèêè
ïîëíûå îòíîñèòåëüíî êëàññîâ èìïëèêàòèâíûõ ðåøåòîê, ÷òî âåñüìà âàæíî
â ñâÿçè ñ ðàíåå îïèñàííîé àëãåáðàè÷åñêîé ñåìàíòèêîé ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâûõ
ëîãèê.

Èìïëèêàòèâíóþ ðåøåòêó A íàçîâåì âïîëíå�ñâÿçíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ
åå ýëåìåíòîâ x, y èç x ∨ y = 1 ñëåäóåò x = 1 èëè y = 1.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. (Àëãåáðàè÷åñêèé ýêâèâàëåíò DP äëÿ ðàñøèðåíèé
ìèíèìàëüíîé ëîãèêè) Ïóñòü ëîãèêà L ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà
K èìïëèêàòèâíûõ ðåøåòîê. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. L ∈ DP ;

2. äëÿ ëþáûõ èìïëèêàòèâíûõ ðåøåòîê A,B ∈ K ñóùåñòâóåò òàêàÿ
âïîëíå�ñâÿçíàÿ èìïëèêàòèâíàÿ ðåøåòêà D, ÷òî D ² L è ñóùåñòâóåò
ãîìîìîðôèçì h : D → A×B.

Ïóñòü øêàëû µ1=〈W1, R1, Q1〉 è µ2=〈W2, R2, Q2〉 òàêèå, ÷òî
W1 ∩W2 = ∅, òîãäà ÷åðåç µ1 + µ2 áóäåì îáîçíà÷àòü øêàëó µ=〈W,R, Q〉,
ãäå W=W1 ∪ W2, R=R1 ∪ R2 è Q=Q1 ∪ Q2. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé
ñåìàíòè÷åñêèé êðèòåðèé äèçúþíêòèâíîãî ñâîéñòâà äëÿ ðàñøèðåíèé ìèíèìàëüíîé
ëîãèêè àíàëîãè÷íûé êðèòåðèþ, ïðåäëîæåííîìó â [?] äëÿ ðàñøèðåíèé
èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. (Ñåìàíòè÷åñêèé êðèòåðèé DP äëÿ ðàñøèðåíèé
ìèíèìàëüíîé ëîãèêè) Ïóñòü ëîãèêà L ⊇ Lj õàðàêòåðèçóåòñÿ êëàññîì
K øêàë Êðèïêå. Ëîãèêà L îáëàäàåò äèçúþíêòèâíûì ñâîéñòâîì, åñëè
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äëÿ ëþáûõ øêàë µ1, µ2 ∈ K, òàêèõ ÷òî W1 ∩ W2 = ∅, ñóùåñòâóåò
îñòðàÿ øêàëà µ0 ∈ K, â êîòîðîé µ1 + µ2 ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì.

Â ïàðàãðàôå 2.1 ýòîé ãëàâû ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ óñëîâèé
íàñëåäîâàíèÿ äèçúþíêòèâíîãî ñâîéñòâà â êëàññàõ INT, NEG, PAR
ðàñøèðåíèé ìèíèìàëüíîé ëîãèêè.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Åñëè L ∈ PAR è L ∈ DP , òî Lint ∈ DP .

Ââåäåì àêñèîìó F: (⊥⊃ p ∨ q) ⊃ (⊥ ∨(⊥⊃ p) ∨ (⊥⊃ q)).

Â ïàðàãðàôå 2.1 ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëîãèêà Lf ­ Lj+F îïðåäåëÿåòñÿ
ñâîéñòâîì �áûòü ðåøåòî÷íûì ãîìîìîðôèçìîì� äëÿ îòîáðàæåíèé âèäà
fA, à èìåííî, A |= Lf ⇐⇒ fA(x ∨ y)=fA(x) ∨ fA(y) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ýëåìåíòîâ x, y àëãåáðû A.

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ïóñòü L ∈ PAR è Lf ⊆ L. Òîãäà åñëè L ∈ DP ,
òî Lneg ∈ DP .

Â çàêëþ÷åíèè ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íàëè÷èå äèçúþíêòèâíîãî ñâîéñòâà
ó íåãàòèâíîãî è èíòóèöèíèñòñêîãî íàïàðíèêîâ íå ãàðàíòèðóåò íàëè÷èÿ
DP ó âñåõ ëîãèê ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåðâàëà. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ
ëîãèê L1 ∈ INT, L2 ∈ NEG ïåðåñå÷åíèå L1∩L2 íå îáëàäàåò äèçúþíêòèâíûì
ñâîéñòâîì.

Ïàðàãðàô 2.2 âòîðîé ãëàâû ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâîé
ëîãèêè Lf . Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû Äèåãî äëÿ
ìèíèìàëüíîé ëîãèêè.

Ïðåäëîæåíèå 2.5. Ïóñòü Ψ(ϕ1, ... , ϕn) � ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìóë,
ïîñòðîåííûõ èç ïðîèçâîëüíûõ ôîðìóë ϕ1, ϕ2, ... , ϕn (n ≥ 1) ñ ïîìîùüþ
êîíñòàíòû ⊥ è ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ∧, ⊃. Òîãäà ìíîæåñòâî

Σ={[ϕ] | ϕ ∈ Ψ(ϕ1, ... , ϕn)},
ãäå [ϕ] � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî Lj, êîíå÷íî.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèé êëàññ êîíå÷íûõ øêàë Êðèïêå:

Cf ­ {µ = 〈W , R, Q〉 | ìíîæåñòâî W êîíå÷íî è ∀x ∈ W ìíîæåñòâî
{x} ↑ ∩ Q ëèáî ïóñòîå, ëèáî èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò}.
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Òåîðåìà 2.6. Ëîãèêà Lf õàðàêòåðèçóåòñÿ êëàññîì Cf êîíå÷íûõ
j-øêàë Êðèïêå.

Ñëåäñòâèå 2.7. Ëîãèêà Lf ðàçðåøèìà.

Òåîðåìà 2.1 è ñåìàíòè÷åñêèé êðèòåðèé äèçúþíêòèâíîãî ñâîéñòâà
ïîçâîëÿþò äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.8. Ëîãèêà Lf îáëàäàåò äèçúþíêòèâíûì ñâîéñòâîì.

Ëîãèêà Êðàéçåëÿ-Ïàòíåìà KP, àêñèîìàòèçèðóåìàÿ îòíîñèòåëüíî èíòóèöèîíèñòñêîé
ëîãèêè Li àêñèîìîé (¬p ⊃ q ∨ r) ⊃ (¬p ⊃ q) ∨ (¬p ⊃ r), ñòàëà ïåðâîé
ëîãèêîé îïðîâåðãàþùåé ãèïîòåçó Ëóêàñåâè÷à î òîì, ÷òî äèçúþíêòèâíîå
ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äëÿ èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè
[?]. Â ïàðàãðàôå 2.3 îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ëîãèêè Lkp � ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâîãî
àíàëîãà ëîãèêè Êðàéçåëÿ-Ïàòíåìà â òåðìèíàõ øêàë Êðèïêå.

Ïóñòü µ=〈W,R, Q〉 � j-øêàëà Êðèïêå ñ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì
o ∈ W .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî U îáëàäàåò ñâîéñòâîì #, åñëè è
òîëüêî åñëè ∀E ⊆ U âûïîëíÿåòñÿ

ìíîæåñòâî U \ ((E ↑ \Q) ↓) ëèáî ïóñòîå, ëèáî èìååò íàèìåíüøèé
ýëåìåíò.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèé êëàññ êîíå÷íûõ j-øêàë Êðèïêå Ckp:

Ckp ­ {µ=〈W,R, Q〉 | µ � êîíå÷íàÿ îñòðàÿ øêàëà è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (?):∀z ∈ W ìíîæåñòâî {z} ↑ îáëàäàåò ñâîéñòâîì # (â

÷àñòíîñòè {o} ↑=W îáëàäàåò ñâîéñòâîì #)}.
Òåîðåìà 2.9. Ëîãèêà Lkp õàðàêòåðèçóåòñÿ êëàññîì Ckp êîíå÷íûõ
j-øêàë Êðèïêå.

Â äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî ëîãèêà Lkp ðàçðåøèìà è îáëàäàåò
äèçúþíêòèâíûì ñâîéñòâîì.

Â ïàðàãðàôå 2.4 ýòîé ãëàâû îïðåäåëÿþòñÿ äâà êîíòèíóàëüíûõ êëàññà
ñîáñòâåííî ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâûõ ðàñøèðåíèé ìèíèìàëüíîé ëîãèêè ñ
äèçúþíêòèâíûì ñâîéñòâîì.

Ïóñòü L ∈ JHN. Èíäóêöèåé ïî äëèíå ôîðìóëû ϕ îïðåäåëèì âûðàæåíèå
|L ϕ (�ñëýø Êëèíè�) àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [?, ?] äëÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ è ìîäàëüíûõ ëîãèê (äàëåå âìåñòî �|L ϕ è `L ϕ� áóäåì
ïèñàòü | `L ϕ):

|L ϕ ® `L ϕ, ãäå ϕ � àòîìíàÿ ôîðìóëà;
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|L ϕ ∧ ψ ­ |L ϕ è |L ψ;
|L ϕ ∨ ψ ­ | `L ϕ èëè | `L ψ;
|L ϕ ⊃ ψ ­ [ | `L ϕ ⇒ |L ψ ].

Ïðåäëîæåíèå 2.10. Ïóñòü L1 ∈ INT, L2 ∈ NEG è L1 ∈ DP . Åñëè
`L1∗L2 ϕ, òî |L1∗L2 ϕ.

Ïîñëåäíåå ïðåäëîæåíèå äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü óñëîâèå íàñëåäîâàíèÿ
äèçúþíêòèâíîãî ñâîéñòâà ñâîáîäíîé êîìáèíàöèåé ëîãèê.

Ïðåäëîæåíèå 2.11. Ïóñòü L1 ∈ INT, L2 ∈ NEG è L1 ∈ DP . Òîãäà
ñâîáîäíàÿ êîìáèíàöèÿ L1 ∗ L2 îáëàäàåò äèçúþíêòèâíûì ñâîéñòâîì.

Â ðàáîòàõ [?, ?, ?] ðàññìàòðèâàåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ëîãèêà Ãëèâåíêî
Lg = Lj+{¬¬(⊥ ⊃ p)} � íàèìåíüøàÿ ñðåäè ëîãèê L, óäîâëåòâîðÿþùèõ
èçâåñòíîé òåîðåìå Ãëèâåíêî:

äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ, Lk ` ϕ ⇐⇒ L ` ¬¬ϕ.

Ðåëÿòèâèçîâàííàÿ ëîãèêà Ãëèâåíêî G(L1, L2) â èíòåðâàëå Spec(L1, L2)
îïðåäåëÿåòñÿ â [?, ?] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G(L1, L2) = L1 ∗ L2 + {¬¬(⊥ ⊃ p)},
ãäå L1 ∈ INT, L2 ∈ NEG.

Ïðåäëîæåíèå 2.12. Ïóñòü L1 ∈ INT, L2 ∈ NEG, L1 ∈ DP è
G = G(L1, L2). Åñëè `G ϕ, òî |G ϕ.

Ïðåäëîæåíèå 2.13. Ïóñòü L1 ∈ INT, L2 ∈ NEG è L1 ∈ DP . Òîãäà
ðåëÿòèâèçîâàííàÿ ëîãèêà Ãëèâåíêî G(L1, L2) îáëàäàåò äèçúþíêòèâíûì
ñâîéñòâîì.

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè åùå îäèí êëàññ ñîáñòâåííî ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâûõ
ðàñøèðåíèé Lj ñ äèçúþíêòèâíûì ñâîéñòâîì ìîùíîñòè êîíòèíóóì. Êàê
è â ñëó÷àå ñâîáîäíîé êîìáèíàöèè, äèçúþíêòèâíîå ñâîéñòâî îïèñàííîãî
âûøå êëàññà ðåëÿòèâèçîâàííûõ ëîãèê íå çàâèñèò îò äèçúþíêòèâíîãî
ñâîéñòâà èõ íåãàòèâíûõ íàïàðíèêîâ.

Ïåðåéäåì ê ãëàâå 3. Êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, âñÿêèé èíòåðâàë
âèäà Spec(L1, L2) áåñêîíå÷åí [?], ïîýòîìó íåðåäêî ðàñïîëîæåíèå ëîãèêè
L ∈ JHN âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåðâàëà îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæíûìè
óñëîâèÿìè, çàòðóäíÿþùèìè èññëåäîâàíèå ìîäåëåé è ñâîéñòâ ëîãèêè L
èçâåñòíûìè ñåìàíòè÷åñêèìè ìåòîäàìè.
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Òåõíèêà êàíîíè÷åñêèõ ôîðìóë, ïðåäëîæåííàÿ Ì.Çàõàðüÿùåâûì â
[?] äëÿ ñëó÷àÿ ðàñøèðåíèé ìîäàëüíîé ëîãèêè S4, ïîçâîëÿåò ïî âñÿêîé
êîíå÷íî àêñèîìàòèçèðóåìîé ëîãèêå óêàçàííîãî êëàññà ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî
êîíòðìîäåëåé îñîáîãî âèäà è îõàðàêòåðèçîâàòü äàííóþ ëîãèêó ñ ïîìîùüþ
êàíîíè÷åñêèõ ôîðìóë, ñîïîñòàâëÿåìûõ ýòèì êîíòðìîäåëÿì. Â ðàáîòå
[?] óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó êàíîíè÷åñêèìè àêñèîìàòèçàöèÿìè ïðîèçâîëüíîãî
ðàñøèðåíèÿ S4 è åãî ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêîãî ôðàãìåíòà, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü
ïåðåíåñòè òåõíèêó êàíîíè÷åñêèõ ôîðìóë íà êëàññ ïðîìåæóòî÷íûõ ëîãèê.
Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò îáùåïðèíÿòîé òðàíñëÿöèè ìèíèìàëüíîé
ëîãèêè Lj â ìîäàëüíóþ S4, àíàëîãè÷íîé èçâåñòíîé òðàíñëÿöèè èíòóèöèîíèñòñêîé
ëîãèêè â ìîäàëüíóþ, ïðèõîäèòñÿ èñêàòü ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî àêñèîìàòèçèðóåìîñòè
ïðîèçâîëüíîãî Lj-ðàñøèðåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè êàíîíè÷åñêèìè ôîðìóëàìè.
Â ãëàâå 3 òåõíèêà êàíîíè÷åñêèõ ôîðìóë îáîáùàåòñÿ äëÿ ëîãèê êëàññà
JHN. Êðîìå òîãî, â êà÷åñòâå ïåðâûõ ïðèëîæåíèé ýòîé òåõíèêè îïèñûâàþòñÿ
ìîäåëè ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâûõ àíàëîãîâ äâóõ èçâåñòíûõ ïðîìåæóòî÷íûõ
ëîãèê.

Ìîäåëüíîé ñòðóêòóðîé áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó M=〈W,R, Q, S〉, ãäå
• µ = 〈W,R, Q〉� j-øêàëà;
• S� íåêîòîðàÿ ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ W òàêàÿ, ÷òî S ⊆ Up(W ),
∅ ∈ S, Q ∈ S, W ∈ S è S çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ∩, ∪ è îïåðàöèè ⊃,
îïðåäåëåííîé ðàíåå.

Ïóñòü M=〈W,R,Q, S〉� ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëüíàÿ ñòðóêòóðà.
Ìîäåëü íà ìîäåëüíîé ñòðóêòóðå M îïðåäåëèì êàê M=〈M, V 〉, ãäå
V : Prop −→ S. Çàìåòèì, ÷òî îçíà÷èâàíèå V ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
è êàê AM�îöåíêà, ãäå AM=〈S,∩,∪,⊃, Q,W 〉. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå |=
èíäóêòèâíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. M |=a pi ⇐⇒ a ∈ V (pi),

2. M |=a ϕ ∧ ψ ⇐⇒ M |=a ϕ è M |=a ψ,

3. M |=a ϕ ∨ ψ ⇐⇒ M |=a ϕ èëè M |=a ψ,

4. M |=a ϕ ⊃ ψ ⇐⇒ ∀x ∈ W (aRx è x |= ϕ ⇒ x |= ψ),

5. M |=a ⊥ ⇐⇒ a ∈ Q.

Ìîäåëü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê ïàðó 〈M, |=〉, ãäå îòíîøåíèå |=
ìåæäó ýëåìåíòàìè W è ôîðìóëàìè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 2-5 è

13



1′. {a | a |= p} ∈ S.

Ïóñòü M1=〈W1, R1, Q1, S1〉� ìîäåëüíàÿ ñòðóêòóðà, µ=〈W,R, Q〉� êîíå÷íàÿ
j-øêàëà ìîäåëüíîé ñòðóêòóðû M=〈µ,Up(W )〉.
×àñòè÷íûì p-ìîðôèçìîì èç M1 íà µ áóäåì íàçûâàòü âñÿêîå ÷àñòè÷íîå
îòîáðàæåíèå f èç W1 íà W , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

1′. (∀a, b ∈ f−1(W ))(aR1b =⇒ f(a)Rf(b));

2. (∀x, y ∈ W )(xRy =⇒ (∀a ∈ f−1(x))(∃b ∈ f−1(y))(aR1b));

5. (∀x ∈ W )(W1\(f−1(x) ↓) ∈ S1);

6. f−1(Q) ⊆ Q1.

Ìîäåëüíóþ ñòðóêòóðó M1=〈W1, R1, Q1, S1〉 íàçûâàåì äîïóñòèìîé
äëÿ êîíå÷íîé êîíòðìîäåëè M=〈W,R, Q,Up(W ), |=〉 ôîðìóëû ϕ0, åñëè
ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íûé p-ìîðôèçì f èç M1 íà 〈W,R,Q〉, óäîâëåòâîðÿþùèé
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

(∗) ∀a ∈ f−1(W ) ↑:
åñëè íàáîð f(a ↑) íå ïóñò, òî íàáîð f(a ↑) îòêðûò â M;

(∗∗) a ∈ f−1(W ) ↑ \Q1 =⇒ a ∈ f−1(W \Q) ↓.

Òåîðåìà 3.1. Ôîðìóëà ϕ0 îïðîâåðæèìà íà ìîäåëüíîé ñòðóêòóðå M1

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M1 äîïóñòèìà äëÿ íåêîòîðîé êîíòðìîäåëè
M∈ ∑

ϕ0
, ãäå

∑
ϕ0

� ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ êîíòðìîäåëåé 〈W,R, Q,Up(W ), |=
〉 ôîðìóëû ϕ0 ñ îñòðûìè øêàëàìè.

Äàëåå ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ j-øêàëó îáùåãî âèäà µ = 〈W,R, Q〉, â
êîòîðîé e0, ..., en � âñå åå ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû, ïðè÷åì e0 � íàèìåíüøèé,
e0, ..., em 6∈ Q, 0 ≤ m ≤ n, em+1, ..., en ∈ Q.

Äèçúþíêòèâíîé îáëàñòüþ øêàëû µ = 〈W,R, Q〉 (â äàëüíåéøåì d-
îáëàñòüþ) áóäåì íàçûâàòü âñÿêóþ ïàðó (x, y) = δ íå ïóñòûõ íàáîðîâ
ýëåìåíòîâ èç W , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

1. â êàæäîì èç íàáîðîâ x è y ýëåìåíòû ïîïàðíî íå ñðàâíèìû, |x| ≥ 2;

2. (∀x ∈ x)(∀y ∈ y)(¬xRy);
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3. (∀z ∈ W )(z ∈ ⋂
x∈x x ↓=⇒ z ∈ ⋃

y∈y y ↓).
Ïóñòü D � íåêîòîðîå (âîçìîæíî ïóñòîå) ìíîæåñòâî äèçúþíêòèâíûõ

îáëàñòåé øêàëû 〈W,R, Q〉. ×åðåç D1 îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî d-îáëàñòåé, â
êîòîðûõ y∩(W\Q) 6= ∅, à ÷åðåç D2 ìíîæåñòâî òåõ d-îáëàñòåé, â êîòîðûõ
y ⊆ Q. Î÷åâèäíî, ÷òî D=D1 ∪ D2.

Ïîñòðîèì ïî µ = 〈W,R, Q〉 è D ôîðìóëó

J(µ,D) ­ (
∧

eiRej
Aij) ∧ (

∧
δ∈D Bδ) ∧ C ⊃ p0,

ãäå

C =
∧m

i=1(∧Γi ⊃ pi ∨ ⊥) ⊃ ⊥;

Γj = {pk | ¬ejRek};

è

• åñëè δ = (x, y) ∈ D1, òî

Bδ=
∧

ei∈y,ei 6∈Q(∧Γi ⊃ pi ∨⊥)∧∧
ei∈y,ei∈Q(∧Γi ∧⊥ ⊃ pi) ⊃

∨
ej∈x pj ,

(ïðè ýòîì, åñëè y∩Q=∅, òî âòîðîé êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí îòñóòñòâóåò);

• åñëè δ = (x, y) ∈ D2, òî

Bδ=
∧

ei∈y(∧Γi ∧ ⊥ ⊃ pi) ⊃
∨

ej∈x pj ;

à ôîðìóëà Aij îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• åñëè ei 6∈ Q, ej 6∈ Q, òî Aij­(∧Γj ⊃ pj ∨ ⊥) ⊃ pi;

• åñëè ei 6∈ Q, ej ∈ Q, òî Aij­(∧Γj ∧ ⊥ ⊃ pj) ⊃ pi;

• åñëè ei ∈ Q, ej ∈ Q, òî Aij­(∧Γj ⊃ pj) ⊃ pi.

Ïîñòðîåííàÿ ôîðìóëà â ñëó÷àå Q = ∅ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé
X(µ,D,⊥), ïîñòðîåííîé â [?] äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ëîãèê.

Â ñëó÷àå, êîãäà j-øêàëà µ=〈W,R,Q〉 ÿâëÿåòñÿ íåíîðìàëüíîé (W =
Q, e0, ..., en � âñå åå ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû, ïðè÷åì e0 � íàèìåíüøèé),
ôîðìóëà J(µ,D) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:
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JW=Q(µ,D) ­ (
∧

eiRej
Aij) ∧ (

∧
δ∈D2

Bδ) ∧ ⊥ ⊃ p0,

ãäå

Aij­(∧Γj ⊃ pj) ⊃ pi,

è åñëè δ = (x, y) ∈ D2, òî

Bδ=
∧

ei∈y(∧Γi ∧ ⊥ ⊃ pi) ⊃
∨

ej∈x pj .

Ïóñòü M1=〈W1, R1, Q1, S1〉 � ìîäåëüíàÿ ñòðóêòóðà, à µ=〈W,R, Q〉 �
êîíå÷íàÿ j-øêàëà. Ìîäåëüíàÿ ñòðóêòóðà M1 íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé
äëÿ ôîðìóëû J(µ,D), åñëè ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íûé p-ìîðôèçì
f : M1 −→ 〈W,R, Q〉, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

(A) åñëè (x, y) ∈ D è c ∈ f−1(W ) ↑, òî
c ∈ ⋂

x∈x(f−1(x) ↓) =⇒ c ∈ ⋃
y∈y(f−1(y) ↓);

(B) c ∈ f−1(W ) ↑ \Q1 =⇒ c ∈ f−1(W\Q) ↓.
Òåîðåìà 3.2. M1 2 J(µ,D) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìîäåëüíàÿ
ñòðóêòóðà M1 äîïóñòèìà äëÿ ôîðìóëû J(µ,D).

Òåîðåìà 3.3. Ïî êàæäîé ôîðìóëå ϕ ìîæíî ïîñòðîèòü êàíîíè÷åñêèå
ôîðìóëû J(µ1,D1), ..., J(µn,Dn) (n ≥ 0) òàêèå, ÷òî

Lj+ϕ=Lj+J(µ1,D1) + ... + J(µn,Dn).

Ïàðàãðàô 3.4 äàííîé ãëàâû ïîñâÿùåí îïèñàíèþ ÷åðåç êàíîíè÷åñêèå
ôîðìóëû âñåõ êîíòðìîäåëåé ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâîãî àíàëîãà ïðîìåæóòî÷íîé
ëîãèêè Ñêîòòà Ls=Li+{(¬¬p ⊃ p) ⊃ p∨¬p) ⊃ ¬p∨¬¬p} è, êðîìå òîãî,
äîêàçàòåëüñòâó ôèíèòíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè ëîãèêè Lskp=Lkp+Ls,
ïðîìåæóòî÷íûé àíàëîã êîòîðîé èññëåäîâàëñÿ â [?].

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîèì íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëÿì
Ñåðãåþ Ïàâëîâè÷ó Îäèíöîâó è Íèêîëàþ Âàñèëüåâè÷ó Áåëÿêèíó çà ïîñòàíîâêó
çàäà÷, ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó è âíèìàíèå ê ðàáîòå, öåííûå çàìå÷àíèÿ
è ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ.
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