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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèé. Ìîäåëü èäåàëüíîé ìàãíèòíîé
ãèäðîäèíàìèêè îïèñûâàåò ìàêðîñêîïè÷åñêèå äâèæåíèÿ èäåàëüíî
ïðîâîäÿùåãî ãàçà ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ, ìàãíèò-
íûõ è èíåðöèîííûõ ñèë. Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìîäåëè èäåàëüíîé
ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè ÷ðåçâû÷àéíî øèðîêà � îò çàäà÷ òåð-
ìîÿäåðíîãî ñèíòåçà äî àñòðîôèçèêè. Ïîïóëÿðíîñòü ìîäåëè îáúÿñ-
íÿåòñÿ åå ñðàâíèòåëüíîé ïðîñòîòîé è âìåñòå ñ òåì áîãàòñòâîì ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ è ðàçíîîáðàçèåì îïèñûâàåìûõ ôèçè÷å-
ñêèõ ÿâëåíèé. Õîðîøî èññëåäîâàííûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ îäíîìåð-
íûå ëèáî ëèíåéíûå ïîñòàíîâêè íå âñåãäà óäîâëåòâîðÿþò ïðåäúÿâ-
ëÿåìûì ôèçè÷åñêèì òðåáîâàíèÿì. Â òî æå âðåìÿ ÷èñëåííûé àíà-
ëèç çàòðóäíåí ñóùåñòâåííîé ìíîãîìåðíîñòüþ èññëåäóåìûõ ïðîöåñ-
ñîâ, íàëè÷èåì ðàçíîîáðàçíûõ òèïîâ ñëàáûõ è ñèëüíûõ ðàçðûâîâ.
Â ýòîé ñâÿçè àêòóàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ,
íàïðàâëåííûå íà îïèñàíèå îñîáåííîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ íåëèíåéíûì
è ìíîãîìåðíûì õàðàêòåðîì äâèæåíèé ïëàçìû íà îñíîâå òî÷íûõ ðå-
øåíèé. Îñíîâíûì ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ íåëè-
íåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâîé àíàëèç äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ìíîãèå êëàññè÷åñêèå ìîäåëè ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä äîïóñ-
êàþò áåñêîíå÷íîìåðíóþ ãðóïïó ñèììåòðèé. Âàæíóþ ðîëü â ïðè-
ìåíåíèè ýòèõ ãðóïï ê ïðàêòè÷åñêèì çàäà÷àì (ïîñòðîåíèå òî÷íûõ
ðåøåíèé, çàäà÷è ýêâèâàëåíòíîñòè è ãðóïïîâîãî ðàññëîåíèÿ) èãðà-
åò ìíîæåñòâî èõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ. Äàííîå áåñêî-
íå÷íîìåðíîå ìíîæåñòâî îáëàäàåò îïðåäåëåííîé ñòðóêòóðîé: èìå-
åòñÿ êîíå÷íûé áàçèñ, èç êîòîðîãî âñå èíâàðèàíòû ïîëó÷àþòñÿ ïî-
ñðåäñòâîì èíâàðèàíòíûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé è ôóíêöèîíàëüíûõ
îïåðàöèé. Òàêèì îáðàçîì, àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå áàçèñîâ
äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïï Ëè,
äîïóñêàåìûõ îñíîâíûìè ìîäåëÿìè äèíàìèêè æèäêîñòè è ãàçà.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå è èçó÷å-
íèå ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé èäå-
àëüíîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè è ãàçîâîé äèíàìèêè, à òàêæå
ðàçâèòèå ìåòîäîâ ãðóïïîâîãî àíàëèçà äëÿ îòûñêàíèÿ è èñïîëüçî-
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âàíèÿ áàçèñîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ áåñêîíå÷íîìåðíûõ
ãðóïï Ëè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû. Â ðàáîòå âïåðâûå ïðîâåäåí ñèñòå-
ìàòè÷åñêèé àíàëèç ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé äëÿ íåëèíåé-
íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé èäåàëüíîé ìàãíèòîãèäðîäèíàìèêè. Îáíà-
ðóæåíî ñâîéñòâî èåðàðõèè íà ìíîæåñòâå ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûõ
ïîäìîäåëåé ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ïîñòðîåíà èåðàð-
õèÿ ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûõ ïîäìîäåëåé äëÿ óðàâíåíèé ìàãíèòíîé
ãèäðîäèíàìèêè. Âûÿâëåíû òðè îñíîâíûõ âèäà ïîäìîäåëåé: âèõðü
Îâñÿííèêîâà è åãî îáîáùåíèÿ, ðåøåíèÿ ñ ëèíåéíûì ïî ÷àñòè ïå-
ðåìåííûõ ïîëåì ñêîðîñòè è ðåøåíèÿ ñ ïîëíûì äàâëåíèåì, çàâè-
ñÿùèì òîëüêî îò âðåìåíè. Âïåðâûå äàí ãåîìåòðè÷åñêèé àëãîðèòì
èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîèçâîëà â ðåøåíèÿõ òèïà âèõ-
ðÿ Îâñÿííèêîâà. Èññëåäîâàíû ïîäìîäåëè âèõðÿ Îâñÿííèêîâà (àâ-
òîìîäåëüíàÿ, ñòàöèîíàðíàÿ, ñ ëèíåéíûì ïîëåì ñêîðîñòè è äðóãèå).
Äîêàçàíà íåâîçìîæíîñòü îáîáùåíèÿ âèõðÿ Îâñÿííèêîâà íà ðåøå-
íèÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîâåðõíîñòÿìè óðîâíÿ. Äàí ãåîìåòðè÷åñêèé
àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ áåçâèõðåâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ÷àñòè÷íî èí-
âàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû âðàùåíèé è äîêàçàíî, ÷òî â âèõ-
ðå Îâñÿííèêîâà ðîòîð ñêîðîñòè íå ðàâåí íóëþ. Ïðåäëîæåí îðèãè-
íàëüíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä, äàþùèé èñ÷åðïûâàþùåå îïèñà-
íèå ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé ïëàçìû ñ ïî-
ñòîÿííûì ïîëíûì äàâëåíèåì.

Â äèññåðòàöèè âïåðâûå íàéäåíû áàçèñû äèôôåðåíöèàëüíûõ èí-
âàðèàíòîâ è îïåðàòîðû èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ
áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïï Ëè, äîïóñêàåìûõ óðàâíåíèÿìè Íàâüå �
Ñòîêñà è Ýéëåðà, ñòàöèîíàðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè, óðàâíåíèÿ Êàð-
ìàíà � Ãóäåðëåÿ. Äëÿ ðÿäà ïåðå÷èñëåííûõ ìîäåëåé âïåðâûå ïî-
ñòðîåíû ãðóïïîâûå ðàññëîåíèÿ îòíîñèòåëüíî äîïóñêàåìûõ áåñêî-
íå÷íîìåðíûõ ãðóïï.

Âïåðâûå ñèñòåìàòè÷åñêè îïèñàí âàæíûé êëàññ èíâàðèàíòíûõ
ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ Êàðìàíà � Ãóäåðëåÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ îêîëîçâóêîâûõ òå÷åíèé ãàçà, îáíàðóæåíû ðåæèìû òå÷åíèÿ ñ
óäàðíîé âîëíîé â âèäå âèíòîâîé ïîâåðõíîñòè. Ïîñòðîåíû è îïèñà-
íû òî÷íûå ðåøåíèÿ ñ ëèíåéíûì ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ïîëåì ñêî-
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ðîñòè äëÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû.Íàéäåí-
íûå â äèññåðòàöèè òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìåõàíèêè äàþò íî-
âóþ âàæíóþ èíôîðìàöèþ î äâèæåíèÿõ ñïëîøíûõ ñðåä ïîä âîç-
äåéñòâèåì ìàãíèòíûõ ïîëåé. Äàííûå ðåøåíèÿ ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ
äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, à òàêæå ñëóæèòü
òåñòàìè äëÿ ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ìàãíèòî-
ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé. Íàéäåííûå â ðàáîòå áàçèñû äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äàþò èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå áåñêî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà èíâàðèàíòîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ãðóïï Ëè è ìî-
ãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ (íå)ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîãîîá-
ðàçèé ïîä äåéñòâèåì ðàññìàòðèâàåìûõ ãðóïï, ñëóæèòü äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ íîâûõ äèôôåðåíöèàëüíî èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé èññëåäóå-
ìûõ óðàâíåíèé. Äèññåðòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ îïûòîì óñïåøíîãî ñèñòå-
ìàòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé
è äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äëÿ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ðàçðàáîòàííûå ïîäõî-
äû ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíû â äðóãèõ çàäà÷àõ òåîðèè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è ìåõàíèêè ñïëîø-
íûõ ñðåä. Ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ðàáîòû àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ â
íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîòàõ, ïðîâîäèìûõ â ÈÃèË ÑÎ ÐÀÍ
â òå÷åíèå 2000�2009 ãã., à òàêæå â êóðñàõ ëåêöèé è ïðàêòè÷åñêèõ
çàíÿòèÿõ, ÷èòàåìûõ â Íîâîñèáèðñêîì ãîñóíèâåðñèòåòå.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

• Ïîëíîå îïèñàíèå ðåãóëÿðíûõ ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûõ ðåøå-
íèé äåôåêòà 1 óðàâíåíèé èäåàëüíîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìè-
êè:

� ââåäåíî ïîíÿòèå èåðàðõèè ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûõ ðå-
øåíèé ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé;

� ïîñòðîåíà ïîëíàÿ èåðàðõèÿ ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûõ ðå-
øåíèé äëÿ óðàâíåíèé èäåàëüíîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíà-
ìèêè;

5



� ïîñòðîåíû è îïèñàíû ðåøåíèÿ òèïà âèõðÿ Îâñÿííèêîâà,
äàíû ãåîìåòðè÷åñêèå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ äâèæåíèÿ
â öåëîì â âèõðå Îâñÿííèêîâà;

� ïîëó÷åíû íîâûå ïðèìåðû ðåøåíèé ñ ëèíåéíûì ïî ÷àñòè
ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ïîëåì ñêîðîñòè;

� ïîëíîñòüþ ïðîàíàëèçèðîâàíû ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ èäå-
àëüíî ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè ñ ïîñòîÿííûì ïîëíûì äàâ-
ëåíèåì.

• Ïîñòðîåíèå è èñïîëüçîâàíèå áàçèñîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ èí-
âàðèàíòîâ äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïï Ëè:

� âû÷èñëåíû áàçèñû äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äëÿ
áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïï ñèììåòðèé îñíîâíûõ ìîäåëåé
ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä;

� ïîñòðîåíû íîâûå ïðèìåðû ãðóïïîâûõ ðàññëîåíèé óðàâ-
íåíèé ìåõàíèêè îòíîñèòåëüíî äîïóñêàåìûõ áåñêîíå÷íî-
ìåðíûõ ãðóïï Ëè.

• Ïîñòðîåíèå è àíàëèç ïîäìîäåëåé óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìè-
êè:

� ïîëíîñòüþ îïèñàíû èíâàðèàíòíûå ïîäìîäåëè óðàâíåíèÿ
îêîëîçâóêîâîãî äâèæåíèÿ ãàçà;

� ïîñòðîåíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû òî÷íûå ðåøåíèÿ ýâîëþ-
öèîííûõ ïîäìîäåëåé ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííû-
ìè ñ îäíîðîäíîé äåôîðìàöèåé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóá-
ëèêîâàíû â 13 ñòàòüÿõ áåç ñîàâòîðîâ â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ
íàó÷íûõ èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ äëÿ ïóáëèêàöèè ðåçóëüòàòîâ
äèññåðòàöèé. Êðîìå òîãî, ïî òåìå äèññåðòàöèè èìååòñÿ 3 ïðåïðèíòà
è 8 ñòàòåé â òðóäàõ ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèé. Ðåçóëüòàòû äî-
êëàäûâàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà
Ë.Â. Îâñÿííèêîâà (ÈÃèË ÑÎ ÐÀÍ), àêàäåìèêà Ã.Ã. ×åðíîãî (ÈÌåõ
ÌÃÓ), àêàäåìèêà À.Ã. Êóëèêîâñêîãî, ä.ô.-ì.í. À.À. Áàðìèíà è
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ä.ô.-ì.í. Â.Ï. Êàðëèêîâà (ÈÌåõ ÌÃÓ), ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Ï.È. Ïëîò-
íèêîâà (ÈÃèË ÑÎ ÐÀÍ), ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ È.À. Òàéìàíîâà (ÈÌ ÑÎ
ÐÀÍ), ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Â.Ì. Òåøóêîâà è ä.ô.-ì.í. Â.Þ. Ëÿïèäåâñêî-
ãî (ÈÃèË ÑÎ ÐÀÍ), ä.ô.-ì.í. Â.Ê. Àíäðååâà (ÈÂÌ ÑÎ ÐÀÍ), ä.ô.-
ì.í. Â.Ñ. Áåëîíîñîâà è ä.ô.-ì.í. Ì.Â. Ôîêèíà (ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ), ä.ô.-
ì.í. À.Ì. Áëîõèíà (ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ), ïðîô. Â.À. Êîíäðàòüåâà è ïðîô.
Å.Â. Ðàäêåâè÷à (ÌÃÓ), ä.ô.-ì.í. Ý.À. Òðîïïà (ÔÒÈ èì. Èîôôå),
ä.ô.-ì.í. Î.È. Áîãîÿâëåíñêîãî (Queen's University, Kingston, Canada),
ñåìèíàðå LEGI (J. Fourier Universite, Grenoble, France), à òàêæå íà
íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ ïî ìàòåìàòèêå è ìåõàíèêå, ñðåäè êîòîðûõ
� Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû è îïòèìè-
çàöèÿ ïðîöåññîâ â ìåõàíèêå æèäêîñòè è ãàçà (ÑÀÌÃÀÄ)¿ (Ïåðìü,
2000; Ñíåæèíñê, 2002; Àáðàó-Äþðñî, 2004; Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2006),
� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûé ãðóïïîâîé àíàëèç
(MOGRAN)¿ (Óôà, 2000; Ìîñêâà, 2002; Êèïð, 2004; Øâåöèÿ, 2007),
� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-
ÿì (EquaDi�-2003) (Õàññåëüò, Áåëüãèÿ, 2003),
� VIII Âñåðîññèéñêèé êîíãðåññ ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìå-
õàíèêå (Ïåðìü, 2001),
� Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè â
ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä: ïîñòðîåíèå è èçó÷åíèå¿ (Íîâîñèáèðñê,
2004, 2009),
� IV Åâðîïåéñêèé êîíãðåññ ïî ìàòåìàòèêå (Ñòîêãîëüì, Øâåöèÿ,
2004),
� VI Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ãåîìåòðèÿ, èíòåãðèðóåìîñòü
è êâàíòîâàíèå¿ (Âàðíà, Áîëãàðèÿ, 2004),
� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñèììåòðèè â íåëèíåéíîé ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêå¿ (Êèåâ, Óêðàèíà, 2003, 2005, 2007, 2009),
� VI Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ëàâðåíòüåâñêèå ÷òåíèÿ ïî ìà-
òåìàòèêå, ìåõàíèêå è ôèçèêå¿ (Íîâîñèáèðñê, 2005),
� Ëåòíÿÿ ïðîãðàììà ¾Ñèììåòðèè è ïåðåîïðåäåëåííûå ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ¿ (Ìèííåà-
ïîëèñ, ÑØÀ, 2006),
� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
è ñìåæíûå âîïðîñû (Êîíôåðåíöèÿ Ïåòðîâñêîãî)¿ (Ìîñêâà, 2007),
� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.
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Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé¿, ïîñâÿùåí-
íàÿ 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ñ. Ë. Ñîáîëåâà (Íîâîñèáèðñê, 2008),
� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Âîëíû è íåóñòîé÷èâîñòè â ãåî-
ôèçè÷åñêèõ è àñòðîôèçè÷åñêèõ ïîòîêàõ¿ (î. Ïîðêåðîëü, Ôðàíöèÿ,
2009).

Ðàáîòà àâòîðà ïî äàííîé òåìàòèêå ïîääåðæèâàëàñü ãðàíòàìè
ðîññèéñêèõ îðãàíèçàöèé (ÐÔÔÈ, Ìèíîáðíàóêè ÐÔ, ÑÎ ÐÀÍ, Ôîí-
äà ñîäåéñòâèÿ îòå÷åñòâåííîé íàóêå).

Ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è òðåõ
÷àñòåé, âêëþ÷àþùèõ âîñåìü ãëàâ. Ðàáîòà ñîäåðæèò 315 ñòðàíèö,
44 ðèñóíêà, 6 òàáëèö è ñïèñîê ëèòåðàòóðû èç 199 íàèìåíîâàíèé.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè,
îïèñûâàåòñÿ åå ñòðóêòóðà è ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé, âêëþ÷àþùèõ âîñåìü ãëàâ.
Ïåðâàÿ ÷àñòü, ÿâëÿþùàÿñÿ îñíîâíîé, ïîñâÿùåíà êëàññèôèêàöèè,
ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ òî÷íûõ ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûõ ðåøå-
íèé äëÿ óðàâíåíèé èäåàëüíîé ìàãíèòîãèäðîäèíàìèêè. Çäåñü äàåò-
ñÿ ââåäåíèå â òåîðèþ ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé, äîêàçû-
âàþòñÿ îáùàÿ òåîðåìà îá èåðàðõèè ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûõ ðåøå-
íèé ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñòðîèò-
ñÿ èåðàðõèÿ ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèé ìàã-
íèòíîé ãèäðîäèíàìèêè, ïîäðîáíî îïèñûâàþòñÿ îòäåëüíûå êëàñ-
ñû ðåøåíèé. Áîëüøîå âíèìàíèå óäåëåíî îïèñàíèþ äâèæåíèé, çà-
äàâàåìûõ ïëîñêèì è ñôåðè÷åñêèì âèõðÿìè Îâñÿííèêîâà, à òàê-
æå ïîñòðîåíèþ òî÷íûõ ðåøåíèé, çàäàþùèõ ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ
íåñæèìàåìîé ïëàçìû ñ ïîñòîÿííûì ïîëíûì äàâëåíèåì.

Âòîðàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è èñïîëüçîâà-
íèþ áàçèñîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äëÿ áåñêîíå÷íîìåð-
íûõ ãðóïï Ëè, äîïóñêàåìûõ îñíîâíûìè ìîäåëÿìè ìåõàíèêè ñïëîø-
íûõ ñðåä. Ïîñòðîåíû áàçèñû èíâàðèàíòîâ äëÿ ìíîãèõ êîíêðåòíûõ
ãðóïï Ëè, ïðèâåäåíû ïðèìåðû èõ èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíî èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé è ãðóïïîâîãî
ðàññëîåíèÿ ýòèõ ñèñòåì îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íîìåðíîé ÷àñòè äî-
ïóñêàåìîé ìîäåëÿìè ãðóïïû.
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Â òðåòüåé ÷àñòè äèññåðòàöèè ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû èñ-
ïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ è àíàëèçà òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé
ãàçîâîé äèíàìèêè. Íà îñíîâàíèè ïîñòðîåííîãî âûøå ãðóïïîâîãî
ðàññëîåíèÿ óðàâíåíèÿ Êàðìàíà � Ãóäåðëåÿ ïðîâåäåíî ïîëíîå îïè-
ñàíèå åãî èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé, à òàêæå ïîñòðîåíî ðåøåíèå òè-
ïà äâîéíîé âîëíû. Äëÿ èíâàðèàíòíûõ ïîäìîäåëåé ñ îäíîé íåçàâè-
ñèìîé ïåðåìåííîé ïðîàíàëèçèðîâàíà âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ
íåïðåðûâíîãî âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèÿ, à òàêæå äàí ïðèìåð
ðåøåíèÿ ñ óäàðíîé âîëíîé â âèäå âèíòîâîé ïîâåðõíîñòè. Ïîñòðî-
åíû è èçó÷åíû òî÷íûå ðåøåíèÿ ñ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ ÷àñòè
êîìïîíåíò ñêîðîñòè îò ÷àñòè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, çà-
äàâàåìûå ýâîëþöèîííûìè ïîäìîäåëÿìè ðàíãà 2 óðàâíåíèé ãàçî-
âîé äèíàìèêè. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ðåøåíèÿ îïèñûâàþò ýâîëþöèþ
ïëîñêèõ è öèëèíäðè÷åñêèõ ñëîåâ ãàçà.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà îáùåé òåîðèè ÷àñòè÷íî
èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ãëàâà íà-
÷èíàåòñÿ ñ îïðåäåëåíèé ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ îò-
íîñèòåëüíî çàäàííîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé è ÷àñòè÷íî èíâàðè-
àíòíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñè-
òåëüíî íåêîòîðîé ïîäãðóïïû äîïóñêàåìîé ãðóïïû ñèììåòðèé. Ñ
çàäàííîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé E äëÿ m èñêîìûõ ôóíêöèé u è n
íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x, äîïóñêàþùèé ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé
(ñèììåòðèé) G, ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå U : u = u(x). Ðåøåíèå U
ëîêàëüíî îïðåäåëÿåò ìíîãîîáðàçèå U ⊂ Rn(x)×Rm(u) â ïðîñòðàí-
ñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x è èñêîìûõ ôóíêöèé u. Èçâåñòíî,
÷òî ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèé ãðóïïû ñèììåòðèé ëþáîå ðåøå-
íèå ñèñòåìû E ïåðåõîäèò â ðåøåíèå òîé æå ñèñòåìû. Âûáèðàåòñÿ
ïîäãðóïïà H ⊂ G è ðàññìàòðèâàåòñÿ îðáèòà O(U,H) òî÷åê ìíîãî-
îáðàçèÿ U ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèé ãðóïïû H.

Îïðåäåëåíèå 1. Ðåøåíèå U íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì ðåøåíèåì
óðàâíåíèé E, åñëè dimO(U,H) = dimU , è ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûì
ðåøåíèåì óðàâíåíèé E, åñëè dimO(U,H) − dimO(U) = δ > 0.
×èñëî δ íàçûâàåòñÿ äåôåêòîì ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíîãî ðåøåíèÿ;
÷èñëî σ, ðàâíîå ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ O(U,H) â ïðîñòðàíñòâå
èíâàðèàíòîâ ãðóïïû H, íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ðåøåíèÿ.

9



Èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• Âñå èñêîìûå ôóíêöèè ïîëó÷àþò ïðåäñòàâëåíèÿ ÷åðåç èíâàðè-
àíòíûå ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

• Äëÿ íàõîæäåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ôóíêöèé èìååòñÿ îïðåäåëåí-
íàÿ ôàêòîðñèñòåìà óðàâíåíèé (ïîäìîäåëü èñõîäíîé ìîäåëè)
E/H, ñîäåðæàùàÿ σ < n ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.

Ê ÷èñëó èíâàðèàíòíûõ îòíîñÿòñÿ ìíîãèå êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ:
àâòîìîäåëüíûå, îñåñèììåòðè÷íûå, îäíîìåðíûå è ïð. Â îòëè÷èå îò
èíâàðèàíòíûõ, ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñëå-
äóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè:

• Òîëüêî ÷àñòü èñêîìûõ ôóíêöèé ïîëó÷àþò ïðåäñòàâëåíèÿ ÷å-
ðåç èíâàðèàíòíûå ôóíêöèè. Èìååòñÿ δ íåèíâàðèàíòíûõ ôóíê-
öèé, çàâèñÿùèõ îò âñåõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.

• Ïîäìîäåëü ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíîãî ðåøåíèÿ ñîñòîèò èç óðàâ-
íåíèé E/H äëÿ èíâàðèàíòíûõ ôóíêöèé è ïåðåîïðåäåëåííîé
ñèñòåìû Π äëÿ íåèíâàðèàíòíûõ ôóíêöèé, ñîâìåñòíîé íà ðå-
øåíèÿõ ñèñòåìû E/H.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûå ïîäìîäåëè ïîä÷èíåíû
ìåíüøåìó êîëè÷åñòâó óñëîâèé, îíè çàäàþò áîëåå øèðîêèå êëàñ-
ñû ðåøåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ èíâàðèàíòíûìè ïîäìîäåëÿìè. Îäíàêî
ïðè èõ ïîñòðîåíèè íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü íà ñîâìåñòíîñòü ïåðå-
îïðåäåëåííóþ è, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé Π. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îáùàÿ òåîðèÿ èññëå-
äîâàíèÿ ïåðåîïðåäåëåííûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, íà÷àòàÿ â ðàáîòàõ
ôðàíöóçñêèõ ìàòåìàòèêîâ C. Riquier, M. Janet è E. Cartan, â íà-
ñòîÿùèé ìîìåíò äîñòàòî÷íî ðàçâèòà, åå ôîðìàëüíîå ïðèìåíåíèå ê
íåëèíåéíûì ñèñòåìàì óðàâíåíèé çà÷àñòóþ ïðèâîäèò ê ãðîìîçäêèì
âûêëàäêàì, íå äàþùèì îáîçðèìîãî ðåçóëüòàòà. Ïîýòîìó ìàòåìà-
òè÷åñêîå èññëåäîâàíèå êàæäîé ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíîé ïîäìîäåëè
ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé. Â òî æå âðåìÿ îïûò èññëåäîâàíèÿ
ïîäìîäåëåé óðàâíåíèé ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû ïîêàçûâàåò, ÷òî
÷èñëî íåïîäîáíûõ ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûõ ïîäìîäåëåé ìîæåò áûòü
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äîñòàòî÷íî áîëüøèì (äåñÿòêè ïîäìîäåëåé). Â ýòîé ñâÿçè òðåáóþòñÿ
äîïîëíèòåëüíûå ïðèçíàêè, ïîçâîëÿþùèå óïîðÿäî÷èòü è óïðîñòèòü
èññëåäîâàíèå ïîäìîäåëåé çàäàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Â äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ìíîæåñòâå ÷àñòè÷íî èíâàðèàíò-
íûõ ðåøåíèé èìååòñÿ èåðàðõè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà. Ñïðàâåäëèâà ñëå-
äóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Â ãðóïïå Ëè G, äîïóñêàåìîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé E, âûáåðåì äâå ïîäãðóïïû H C N ⊂ G òàêèå,

÷òî äåôåêòû èíâàðèàíòíîñòè H- è N -÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûõ

ðåøåíèé ñîâïàäàþò. Òîãäà ôàêòîðñèñòåìà ÷àñòè÷íî èíâàðèàíò-

íîãî ðåøåíèÿ E/H äîïóñêàåò ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòíîãî ðåøåíèÿ

îòíîñèòåëüíî ôàêòîðãðóïïû N/H. Ïðè ýòîì ôàêòîðñèñòåìà èí-

âàðèàíòíîãî ðåøåíèÿ (E/H)/(N/H) ýêâèâàëåíòíà ôàêòîðñèñòå-
ìå ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíîãî ðåøåíèÿ E/N .

(E/H)/(N/H) ' E/N.

Äàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ëåììû ËÎÒ (Ë.Â. Îâ-
ñÿííèêîâ, 1998) äëÿ èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2. ×àñòè÷íî èíâàðèàíòíàÿ ïîäìîäåëü íàçûâàåòñÿ
íåïðèâîäèìîé, åñëè åå íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå íåòðèâèàëüíîé
êîìïîçèöèè ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíîé è èíâàðèàíòíîé ïîäìîäåëåé.

Äàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü èññëåäîâà-
íèå âñåãî ìíîæåñòâà ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûõ ïîäìîäåëåé çàäàí-
íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, â ñî-
îòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1 íåîáõîäèìî âûäåëèòü è èññëåäîâàòü ëèøü
ìíîæåñòâî íåïðèâîäèìûõ ïîäìîäåëåé. Âñå îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ
èç íèõ çà ñ÷åò èíâàðèàíòíûõ ðåäóêöèé, ÷òî çíà÷èòåëüíî ïðîùå
òåõíè÷åñêè. Ïîìèìî óïðîùåíèÿ ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé,
ïîíÿòèå èåðàðõèè ïîäìîäåëåé òàêæå ïîëåçíî ñ ôèçè÷åñêîé òî÷-
êè çðåíèÿ, ïîñêîëüêó âñå ïîäìîäåëè, ÿâëÿþùèåñÿ èíâàðèàíòíûìè
ðåäóêöèÿìè íåêîòîðîé íåïðèâîäèìîé ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíîé ïîä-
ìîäåëè, îáëàäàþò ñõîæèìè ôèçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè îïèñûâàåìûõ
èìè ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé E.
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Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïîñòðîåíà èåðàðõèÿ ÷àñòè÷íî èí-
âàðèàíòíûõ ïîäìîäåëåé äëÿ óðàâíåíèé èäåàëüíîé ìàãíèòíîé ãèä-
ðîäèíàìèêè

Dρ+ ρdiv u = 0,
D u + ρ−1∇p+ ρ−1B× rot B = 0,
D p+A(p, ρ) div u = 0,
DB + B div u− (B · ∇)u = 0,
div B = 0, D = ∂t + u · ∇.

(1)

Çäåñü u = (u, v, w)ò � âåêòîð ñêîðîñòè, B = (H,K,L)ò � âåêòîð
íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ; p è ρ � äàâëåíèå è ïëîòíîñòü.
Ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ p = F (S, ρ) ñ ýíòðîïèåé S. Ôóíê-
öèÿ A(p, ρ) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ A = ρ (∂F/∂ρ). Âñå
ôóíêöèè çàâèñÿò îò âðåìåíè t è äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x = (x, y, z).

Îñíîâíàÿ ãðóïïà Ëè G11, äîïóñêàåìàÿ óðàâíåíèÿìè (1), ÿâëÿ-
åòñÿ ðàñøèðåíèåì ãðóïïû Ãàëèëåÿ çà ñ÷åò ïðåîáðàçîâàíèÿ ãîìîòå-
òèè è ïîðîæäàåòñÿ ñëåäóþùèìè èíôèíèòåçèìàëüíûìè îïåðàòîðà-
ìè (J.C. Fuchs, 1991):

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, X4 = t∂x + ∂u, X5 = t∂y + ∂v,

X6 = t∂z + ∂w, X7 = y∂z − z∂y + v∂w − w∂v +K∂L − L∂K ,

X8 = z∂x − x∂z + w∂u − u∂w + L∂H −H∂L,

X9 = x∂y − y∂x + u∂v − v∂u +H∂K −K∂H ,

X10 = ∂t, X11 = t∂t + x∂x + y∂y + z∂z.

Ñòðóêòóðà ãðóïïû G11 òà æå, ÷òî è äëÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíà-
ìèêè, ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ êëàññîâ íåýêâèâàëåíòíûõ òî÷íûõ
ðåøåíèé óðàâíåíèé (1) èñïîëüçîâàëàñü èçâåñòíàÿ îïòèìàëüíàÿ ñè-
ñòåìà ïîäãðóïï ΘG11 (Ë.Â. Îâñÿííèêîâ, 1994). Â äèññåðòàöèè äî-
êàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Êëàññ ðåãóëÿðíûõ íåáàðîõðîííûõ ×ÈÐ äëÿ óðàâíåíèé

ÌÃÄ (1) èñ÷åðïûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûìè ïîäìîäåëÿìè, ïîðîæäà-
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åìûìè ïîäàëãåáðîé {X1, X4} (ðàíã 3, äåôåêò 1), ïîäàëãåáðàìè

{X2, X3, X7}, {X5, X6, X7}, {X7, X8, X9},
{X3 +X5, X2 −X6, X7}, {X3, X5, X2 +X6}

(ðàíã 2, äåôåêò 1), ïîäàëãåáðîé {X2, X3, X5, X6} (ðàíã 2, äåôåêò 2)

è ïîäàëãåáðîé {X2, X3, X5, X6, X7} (ðàíã 2, äåôåêò 3).

Ïîêàçàíî, ÷òî âñå ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûå ïîäìîäåëè äåôåêòà
1 îïèñûâàþò ðåøåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà äâà
êëàññà: ïîäìîäåëè ñ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ ÷àñòè êîìïîíåíò ñêî-
ðîñòè îò ÷àñòè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è ïîäìîäåëè òèïà
âèõðÿ Îâñÿííèêîâà. Êðîìå òîãî, îòäåëüíî âûäåëÿåòñÿ êëàññ áà-
ðîõðîííûõ ðåøåíèé, â êîòîðûõ ïîëíîå äàâëåíèå p + 1

2B
2 çàâèñèò

òîëüêî îò âðåìåíè t. Â äèññåðòàöèè ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíû è ïðè-
âåäåíû â èíâîëþöèþ âñå íåïðèâîäèìûå ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûå
ïîäìîäåëè äåôåêòà 1.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ïîäìîäåëü, ïîðîæäàåìóþ ïîäàëãåáðîé
{X3, X5, X2 + X6}. Â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ èìååòñÿ ëèíåéíàÿ
çàâèñèìîñòü êîìïîíåíò ñêîðîñòè îò ÷àñòè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðå-
ìåííûõ

u = U(t, x), v̄ = M(t, x)ȳ + b̄(t, x), B = B(t, x),

p = p(t, x), ρ = ρ(t, x).

Çäåñü v̄ = (v, w)ò, ȳ = (y, z)ò, b̄ = (b2, b3)ò, B̄ = (K,L)ò � óêîðî-
÷åííûå âåêòîðû; M � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîì 2 × 2. Â ðå-
çóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ â ñèñòåìó óðàâíåíèé
(1) è àíàëèçà óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè â ñëó÷àå ïëîñêîãî ìàãíèòíîãî
ïîëÿ ñ H = 0 ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ ïîäìîäåëè:

D̃ρ+ ρ(Ux + trM) = 0, D̃p+A(p, ρ)(Ux + trM) = 0,

D̃U + ρ−1(p+ B̄2/2)x = 0, D̃ψ = 0, D̃ = ∂t + U∂x,

M = (E + tM0)−1M0, B̄ = ρ (E + tM0)−1 B̄0/ρ0.

Çäåñü M0, B̄0, ρ0 � ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöà, âåêòîð è ñêàëÿð, ïðî-
èçâîëüíî çàâèñÿùèå îò ψ. Àíàëîãè÷íî âûïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ
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äëÿ ñëó÷àÿ H 6= 0. Îòìåòèì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = −1/λ (λ
� ñîáñòâåííûé êîðåíü ìàòðèöû M0) ïëîòíîñòü è ìàãíèòíîå ïîëå
íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò, à âñå ÷àñòèöû ïðèõîäÿò íà ìíîãîîáðà-
çèå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè: ïîâåðõíîñòü èëè ïðÿìóþ â çàâèñèìîñòè
îò ñòåïåíè âûðîæäåíèÿ ìàòðèöû M0.

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ïîäðîáíîìó èññëåäîâàíèþ ïîä-
âåðãíóòû äâå íàèáîëåå èíòåðåñíûõ èç ïîëó÷åííûõ ïîäìîäåëåé �
ïëîñêèé è ñôåðè÷åñêèé âèõðè Îâñÿííèêîâà, ïîðîæäàåìûå ãðóïïà-
ìè äâèæåíèé ïëîñêîñòè è ñôåðû: {X2, X3, X7} è {X7, X8, X9}. Äëÿ
ñôåðè÷åñêîãî âèõðÿ Îâñÿííèêîâà ðåøåíèå â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò (r, θ, ϕ) èìååò âèä

ur = U(t, r), uθ = rM(t, r) cosω, uϕ = rM(t, r) sinω,

Br =
H0

r2 cos τ(t, r)
, Bθ =

N(t, r)
r

cosω, Bϕ =
N(t, r)
r

sinω,

p = p(t, r), ρ = ρ(t, r).

(2)

Çäåñü H0 � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà; τ(t, r) � âñïîìîãàòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ. Íåèíâàðèàíòíàÿ ôóíêöèÿ ω ïðåäïîëàãàåòñÿ çàâèñÿùåé
îò âñåõ ïåðåìåííûõ.

Èíâàðèàíòíûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

D0M +
2
r
UM − H0

r4ρ cos τ
Nr = 0, D0 = ∂t + U∂r,

D0N +NUr −
H0

cos τ
Mr −MN tg τ = 0,

D0 p+A(p, ρ)
(
Ur +

2
r
U −M tg τ

)
= 0,

D0 U +
1
ρ
pr +

NNr

r2ρ
− rM2 = 0, H0τr = N cos τ,

D0 ρ+ ρ

(
Ur +

2
r
U −M tg τ

)
= 0, D0 τ = M.

(3)

Ôóíêöèÿ ω íàõîäèòñÿ èç íåÿâíîãî êîíå÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ

F (η, ζ) = 0, (4)
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ãäå
η = sin θ cosω cos τ − cos θ sin τ,

ζ = ϕ+ arctg
sinω cos τ

cos θ cosω cos τ + sin θ sin τ
.

ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé F . Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îáùèå ñâîé-
ñòâà äâèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû, îïðåäåëÿåìîãî ðåøåíèåì (2):

Òåîðåìà 3. Â âèõðå Îâñÿííèêîâà òðàåêòîðèè ÷àñòèö è ìàãíèò-

íûå ñèëîâûå ëèíèè ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè êðèâûìè, îäèíàêîâûìè

äëÿ âñåõ ÷àñòèö, ëåæàùèõ â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè íà îäíîé

ñôåðå r = r0. Ïîëîæåíèå è îðèåíòàöèÿ ýòèõ êðèâûõ â ïðîñòðàí-

ñòâå îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé ω èç ðåøåíèÿ íåÿâíîãî óðàâíåíèÿ (4).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ
U

H

M

N

w

Ðèñ. 1.

êàðòèíû äâèæåíèÿ â òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòå-
ìó óðàâíåíèé (3) ñ íåêîòîðûìè íà-
÷àëüíûìè äàííûìè è ïîñòðîèòü øàá-
ëîí òðàåêòîðèè ÷àñòèöû è ìàãíèò-
íîé ñèëîâîé ëèíèè, ïðîõîäÿùèõ ÷å-
ðåç ñôåðó S2 : r = r0 â ôèêñèðî-
âàííûé ìîìåíò âðåìåíè t = t0. Çà-
òåì íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ïîëå íà-
ïðàâëåíèé íà ñôåðå S2, îïðåäåëÿå-
ìîå èç íåÿâíîãî ñîîòíîøåíèÿ (4) ñ
çàäàííîé ôóíêöèåé F . Îáùàÿ êàð-

òèíà äâèæåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðèñîåäèíåíèåì øàáëîíîâ òðàåêòîðèè
è ìàãíèòíîé ñèëîâîé ëèíèè ê êàæäîé òî÷êå ñôåðû S2 â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ çàäàííûì ïîëåì íàïðàâëåíèé (ñì. ðèñ. 1).
Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè
òðàåêòîðèé: ñ îäíèì è òåì æå øàáëîíîì òðàåêòîðèé è ìàãíèòíûõ
ñèëîâûõ ëèíèé ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷-
íûõ êàðòèí äâèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå, âàðüèðóÿ ïîëå íàïðàâëåíèé
íà ñôåðå S2 ïóòåì âûáîðà ôóíêöèè F â ñîîòíîøåíèè (4).

Â äèññåðòàöèè äàí ãåîìåòðè÷åñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ íåÿâíîãî
óðàâíåíèÿ (4) â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t = t0. Äëÿ çàäàí-
íîé ôóíêöèè F îïðåäåëèì íà ñôåðå S2 êðèâóþ γ ïî ñëåäóþùåìó
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ïðàâèëó: η � âûñîòà òî÷êè N ∈ γ íàä ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêî-
ñòüþ, ζ � äîëãîòà òî÷êè N . Äëÿ çàäàííîé òî÷êè M ∈ S2 ïðîâåäåì
íà ñôåðå S2 îêðóæíîñòü S1 ãåîäåçè÷åñêîãî ðàäèóñà π/2 − τ . Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Ni, i = 1, . . . , k òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè S1 è
êðèâîé γ. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 4. Óãëû ìåæäó ïðîõîäÿùèì ÷åðåç òî÷êó M ìåðèäèà-

íîì è äóãàìè äëèíû π/2− τ , èäóùèìè èç òî÷êè M â êàæäóþ èç

òî÷åê Ni, çàäàþò âñå âîçìîæíûå ðåøåíèÿ ω = ω(t0,M) íåÿâíîãî
óðàâíåíèÿ (4).

Èç òåîðåìû 4 ñëåäóþò ñâîéñòâà ïîëÿ íàïðàâëåíèé, çàäàâàåìîãî
íà ñôåðå S2 ôóíêöèåé ω:

• Ðåøåíèå îïðåäåëåíî íå íà âñåé ñôåðå, à òîëüêî â ïîëîñå øè-
ðèíû π − 2τ ñ êðèâîé γ â êà÷åñòâå öåíòðàëüíîé ëèíèè;

• Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ τ âîçìîæíî ïîÿâëåíèå îñîáåííîñòåé
òèïà �ëàñòî÷êèí õâîñò� íà ýêâèäèñòàíòàõ γ±(π/2 − τ), îãðà-
íè÷èâàþùèõ ïîëîñó îïðåäåëåííîñòè ðåøåíèÿ;

• Íåâîçìîæíî âûáðàòü âåòâü ôóíêöèè ω, íåïðåðûâíóþ ïðè ïå-
ðåõîäå ÷åðåç âñå ãðàíèöû �ëàñòî÷êèíîãî õâîñòà�.

Â äèññåðòàöèè äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, îïðåäåëÿþùåå
ìàêñèìàëüíóþ øèðèíó ïîëîñû îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ áåç îñîáåí-
íîñòåé ãðàíè÷íûõ ýêâèäèñòàíò:

Ëåììà 1. Ïóñòü γ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé íà ñôåðå |x| = R.
Ýêâèäèñòàíòû γ±(δ) íå èìåþò îñîáåííîñòåé òèïà �ëàñòî÷êèí

õâîñò� â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà

tg δ < min
x∈γ

R/kg(x),

ãäå kg � ãåîäåçè÷åñêèé ðàäèóñ êðèâèçíû êðèâîé γ.

Íà ðèñóíêå 2 ïðèâåäåíû âîçìîæíûå êàðòèíû ñòàöèîíàðíîãî òå-
÷åíèÿ èç ñôåðè÷åñêîãî èñòî÷íèêà, îïðåäåëÿåìîãî âèõðåì Îâñÿííè-
êîâà. Êðèâûìè íà ñôåðå îáîçíà÷åíà ïîëîñà îïðåäåëåíèÿ íà÷àëü-
íûõ äàííûõ, èç êîòîðîé ïðîèñõîäèò èñòå÷åíèå ïðîâîäÿùåãî ãàçà.
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Ðèñ. 2.

Êðèâûå âíå ñôåðû èëëþñòðèðóþò ìàãíèòíûå ñèëîâûå ëèíèè òå÷å-
íèÿ, êîòîðûå â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ñîâïàäàþò ñ ëèíèÿìè òîêà. Íà
áåñêîíå÷íîñòè âñå ñèëîâûå ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðèáëèæàþòñÿ
ê íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè, ñõåìàòè÷åñêè îòìå÷åííîé íà ðèñóíêå.

Àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ïëîñêèé âèõðü Îâñÿííè-
êîâà, ïîñòðîåííûé íà ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè {X2, X3, X7}.
Âñå îïèñàííûå âûøå ñâîéñòâà ñîõðàíÿþòñÿ, îäíàêî ïîâåðõíîñòÿìè
óðîâíÿ ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íå ñôåðû, à ïëîñêîñòè x = x0. Ïîñòðî-
åíû è èññëåäîâàíû îòäåëüíûå ïîäìîäåëè ïëîñêîãî è ñôåðè÷åñêî-
ãî âèõðåé Îâñÿííèêîâà: ñòàöèîíàðíàÿ, àâòîìîäåëüíàÿ, ðåøåíèÿ ñ
ëèíåéíûì ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ïîëåì ñêîðîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ïî-
êàçàíî, ÷òî â ñòàöèîíàðíîì âèõðå Îâñÿííèêîâà ïîëå ñêîðîñòè âñå-
ãäà êîëëèíåàðíî ìàãíèòíîìó ïîëþ; ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ ñâåäåíî ê
îäíîìó îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, íå ðàçðå-
øåííîìó îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé.

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ óêàçûâàþò íà ñóùåñòâîâàíèå êëàñ-
ñà ðåøåíèé, îáîáùàþùåãî êëàññè÷åñêèå îäíîìåðíûå äâèæåíèÿ èäå-
àëüíîé ñïëîøíîé ñðåäû ñ ïëîñêèìè è ñôåðè÷åñêèìè âîëíàìè è
îáëàäàþùåãî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñîáûòèé ëîêàëüíî ðàññëîåíî ïî-
âåðõíîñòÿìè óðîâíÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè h(x, y, z) = const.

2. Â ðàçëîæåíèè âåêòîðà ñêîðîñòè ÷àñòèö íà êàñàòåëüíóþ è íîð-
ìàëüíóþ êîìïîíåíòû ê ïîâåðõíîñòÿì óðîâíÿ u = un + uτ ,
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àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè, à òàêæå
òåðìîäèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè ïîñòîÿííû âäîëü êàæäîé ïî-
âåðõíîñòè óðîâíÿ, ò.å. ôóíêöèè |un|, |uτ |, p, ρ çàâèñÿò òîëüêî
îò t è h.

3. Òðàåêòîðèè ÷àñòèö ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè êðèâûìè.

Â èìåþùèõñÿ ïîäìîäåëÿõ h = x, ëèáî h =
√
x2 + y2 + z2 (ïëîñ-

êèé è ñôåðè÷åñêèé âèõðè Îâñÿííèêîâà). Â äèññåðòàöèè èññëåäîâàí
âîïðîñ î âîçìîæíîñòè îáîáùåíèÿ ýòèõ ïðèìåðîâ íà àíàëîãè÷íûå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ñ äðóãèìè ôóíêöèÿìè h.

Äëÿ ýòîãî ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå âñåâîçìîæíûå äâè-
æåíèÿ ãàçà ñ ïëîñêèìè òðàåêòîðèÿìè ÷àñòèö. Â ïîëó÷åííûõ óðàâ-
íåíèÿõ âûäåëÿåòñÿ êëàññ ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâàì 1,
2 ñ íåîïðåäåëåííîé ôóíêöèåé h. Äîêàçàíî, ÷òî òàêîé êëàññ ðåøå-
íèé ñóùåñòâóåò åñëè à) ôóíêöèÿ h óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ýéêî-
íàëà |∇h| = 1, è á) ìàòðèöà Ãåññå (ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ
ôóíêöèè h) èìååò àëãåáðàè÷åñêèå èíâàðèàíòû, çàâèñÿùèå òîëüêî
îò h. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòèì äâóì óñëîâèÿì óäîâëåòâî-
ðÿþò òîëüêî ôóíêöèè, ïîâåðõíîñòÿìè óðîâíÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè, ñîîñíûå êðóãîâûå öèëèíäðû èëè ñôåðû
ñ ôèêñèðîâàííûì öåíòðîì. Ïåðâûé è ïîñëåäíèé ñëó÷àè ñâîäÿòñÿ
ê ïëîñêîìó è ñôåðè÷åñêîìó âèõðÿì Îâñÿííèêîâà. Äëÿ äâèæåíèé ñ
öèëèíäðè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè óðîâíÿ èíâàðèàíòíûõ ôóíêöèé
îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì äâà òèïà äâèæåíèé â íàïðàâëåíèÿõ, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ãëàâíûì ñå÷åíèÿì öèëèíäðà: âåêòîð ñêîðîñòè ÷àñòèö
ëåæèò ëèáî â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü öèëèíäðà, ëèáî â
ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè öèëèíäðà. Îáà ñëó÷àÿ òàêæå ÿâ-
ëÿþòñÿ õîðîøî èçâåñòíûìè â ëèòåðàòóðå. Òàêèì îáðàçîì, â åñòå-
ñòâåííîì êëàññå ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ ýéêîíàëà,
îáîáùåíèÿ âèõðÿ Îâñÿííèêîâà íå ñóùåñòâóåò.

Îòìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà ñëîæèâøååñÿ íàçâàíèå, âèõðü Îâ-
ñÿííèêîâà ìîæåò áûòü è áåçâèõðåâûì; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðíîå
ïîëå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ÷àñòè÷íîé èíâàðèàíòíîñòè îòíî-
ñèòåëüíî ãðóïïû âðàùåíèé, ìîæåò èìåòü íóëåâîé ðîòîð. À èìåííî,
ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 5. Áåçâèõðåâîå âåêòîðíîå ïîëå, ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíîå

îòíîñèòåëüíî ãðóïïû âðàùåíèé O(3), ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñôåðè÷å-
ñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â âèäå

ur = U(r), uθ = αr−1 cosω, uϕ = αr−1 sinω.

Çäåñü U(r) è α � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèÿ è ïîñòîÿííàÿ. Ôóíêöèÿ

ω(θ, ϕ) çàäàåòñÿ íåÿâíî óðàâíåíèåì

η = f(ζ); ãäå η = sin θ sinω, ζ = ϕ+ π/2 + arctg(cos θ tgω)

ñ ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé ôóíêöèåé f .

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè äàí ãåîìåòðè÷åñêèé àëãîðèòì ïî-
ñòðîåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé, îïðåäåëÿåìûõ òåîðåìîé 5. Ïîêàçàíî,
÷òî áåçâèõðåâîå ïîëå òèïà âèõðÿ Îâñÿííèêîâà íå ìîæåò áûòü ðå-
àëèçîâàíî êàê ïîëå ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû, óäîâëå-
òâîðÿþùåå çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìàññû, ò.å. ïðèìåíåíèå òåðìèíà ¾îñî-
áûé âèõðü¿ èëè ¾âèõðü Îâñÿííèêîâà¿, ïðèìåíÿåìûé äëÿ òî÷íûõ
SO(3)-÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ìåõàíèêè ñïëîø-
íîé ñðåäû, ÿâëÿåòñÿ îïðàâäàííûì.

×åòâåðòàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ñòàöèîíàð-
íûõ òå÷åíèé íåñæèìàåìîé (div u = 0) áåñêîíå÷íî ïðîâîäÿùåé æèä-
êîñòè ñ ïîñòîÿííûì ïîëíûì äàâëåíèåì. Äëÿ óäîáñòâà ââîäÿòñÿ ïå-
ðåìåííûå Ýëüçàññåðà

a = u
√
ρ(x)−B, b = u

√
ρ(x) + B, P = p+

1
2
B2.

Â íèõ óðàâíåíèÿ ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè èìåþò áîëåå ñèììåò-
ðè÷íûé âèä. Óðàâíåíèå èíäóêöèè, âûðàæàþùåå êîììóòàòèâíîñòü
âåêòîðíûõ ïîëåé a è b, ïîçâîëÿåò ââåñòè êðèâîëèíåéíóþ ñèñòå-
ìó êîîðäèíàò x = x(k) òàêóþ, ÷òî k1- è k2-êîîðäèíàòíûå ëèíèè
ñîâïàäàþò ñ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè âåêòîðíûõ ïîëåé a è b:

a =
∂x
∂k1

, b =
∂x
∂k2

.

19



Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

∂x
∂k1
· ∂2x
∂k1∂k2

+
∂P

∂k1
= 0,

∂x
∂k2
· ∂2x
∂k1∂k2

+
∂P

∂k2
= 0,

∂x
∂k3
· ∂2x
∂k1∂k2

+
∂P

∂k3
= 0,

det
(
∂x
∂k

)
= 1. (5)

Äàííàÿ ôîðìà óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè óäîáíà, ïî-
ñêîëüêó êàæäîå ðåøåíèå x = x(k), P = P (k) îïðåäåëÿåò ÿâíûì
îáðàçîì ëèíèè òîêà, ìàãíèòíûå ñèëîâûå ëèíèè, à òàêæå êîíòàêò-
íûå ìàãíèòíûå ïîâåðõíîñòè òå÷åíèÿ æèäêîñòè. Ðåøåíèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé (5) ñ ïîñòîÿííûì ïîëíûì äàâëåíèåì P = const çàïèñû-
âàþòñÿ â âèäå

x = σ(k1, k3) + τ (k2, k3), (6)

ãäå âåêòîðû σ è τ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

∂σ

∂k1
·
(
∂τ

∂k2
×
( ∂σ

∂k3
+
∂τ

∂k3

))
= 1. (7)

Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè (7) è åãî èíòåãðèðîâàíèå ïîç-
âîëÿåò â ÿâíîì âèäå îïèñàòü òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîé ïëàçìû ñ ïî-
ñòîÿííûì ïîëíûì äàâëåíèåì. Îòìåòèì, ÷òî äàííûé êëàññ ðåøåíèé
îáëàäàåò çíà÷èòåëüíûì ôóíêöèîíàëüíûì ïðîèçâîëîì. Êîíòàêò-
íûå ìàãíèòíûå ïîâåðõíîñòè k3 = c íà ðåøåíèÿõ, îïðåäåëÿåìûõ
çàâèñèìîñòüþ (6), ÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè ïåðåíîñà, ò.å. çàìåòà-
þòñÿ êðèâîé x = σ(k1, c) ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âäîëü êðèâîé
x = τ (k2, c).

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (5) âèäà (6):

x =
(
k1 +F

(
τ3(k2, k3)

))
e1 +

(
β(k1) + τ2(k2, k3)

)
e2 + τ3(k2, k3) e3,

∂τ2

∂k2

∂τ3

∂k3
− ∂τ2

∂k3

∂τ3

∂k2
= 1. (8)
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Ðèñ. 3.

Çäåñü β, F è G � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ; e1, e2,
e3 � îðòîíîðìèðîâàííàÿ òðîéêà ïîñòîÿííûõ âåêòîðîâ. Íà ðèñóí-
êå 3 èçîáðàæåíà ìàãíèòíàÿ ïîâåðõíîñòü k3 = 1 íà ðåøåíèè (8) ñ
β = sin k1, τ2 =

√
2k3 sin k2, τ3 =

√
2k3 cos k2, F = cos 2τ3. Íåïðå-

ðûâíûìè è ïóíêòèðíûìè êðèâûìè ïîêàçàíû ìàãíèòíûå ñèëîâûå
ëèíèè è ëèíèè òîêà òå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Âòîðàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è èñïîëüçî-
âàíèþ áàçèñîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äëÿ áåñêîíå÷íî-
ìåðíûõ ãðóïï, äîïóñêàåìûõ îñíîâíûìè ìîäåëÿìè ãèäðîäèíàìèêè.
Îòìåòèì, ÷òî áåñêîíå÷íîìåðíûìè ãðóïïàìè ñèììåòðèé îáëàäàþò
ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè: óðàâíåíèÿ Íàâüå � Ñòîêñà è Ýé-
ëåðà äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, óðàâíåíèÿ ñòàöèîíàðíîé ãàçîâîé
äèíàìèêè è äðóãèå. Â òî âðåìÿ, êàê îáùàÿ òåîðèÿ êîíå÷íîìåðíûõ
ãðóïï è àëãåáð Ëè õîðîøî ðàçâèòà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðèÿ áåñêîíå÷-
íîìåðíûõ ãðóïï è àëãåáð Ëè â íàñòîÿùèé ìîìåíò íå ïîñòðîåíà.
Íóæäàþòñÿ â îñìûñëåíèè âîïðîñû êëàññèôèêàöèè áåñêîíå÷íîìåð-
íûõ ãðóïï è àëãåáð Ëè, â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ñè-
ñòåì ïîäãðóïï ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

Áîëüøóþ èíôîðìàöèþ î ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé äàþò åå èí-
âàðèàíòû. Äëÿ ãðóïï ñèììåòðèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàí-
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òû, ò.å. èíâàðèàíòû, çàâèñÿùèå îò ïðîèçâîäíûõ. Ïðè ðàññìîòðå-
íèè ïðîäîëæåíèé äåéñòâèÿ ãðóïïû íà ïðîèçâîäíûå ñêîëü óãîäíî
âûñîêîãî ïîðÿäêà âîçíèêàåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî äèôôåðåíöè-
àëüíûõ èíâàðèàíòîâ, îáëàäàþùåå âïîëíå îïðåäåëåííîé ñòðóêòó-
ðîé. Îñíîâíîé â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ÿâëÿåòñÿ
òåîðåìà î áàçèñå, óòâåðæäàþùàÿ ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî íàáî-
ðà äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ, èç êîòîðîãî êàæäûé èíâàðè-
àíò ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðîâ èíâàðèàíòíîãî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ è ôóíêöèîíàëüíûõ îïåðàöèé. Êàæäàÿ ãðóïïà Ëè
(êîíå÷íî- èëè áåñêîíå÷íîìåðíàÿ) ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâî-
èì íàáîðîì îïåðàòîðîâ èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è áà-
çèñîì äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ.

Â ïÿòîé ãëàâå äèññåðòàöèè âû÷èñëåíû áàçèñû äèôôåðåíöèàëü-
íûõ èíâàðèàíòîâ è îïåðàòîðû èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
äëÿ ãðóïï Ëè, äîïóñêàåìûõ óðàâíåíèÿìè Íàâüå � Ñòîêñà è Ýéëå-
ðà â îáùåì è âðàùàòåëüíî-ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àÿõ, óðàâíåíèÿìè
ñòàöèîíàðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè, óðàâíåíèåì Êàðìàíà � Ãóäåðëåÿ
äëÿ îêîëîçâóêîâûõ òå÷åíèé ãàçà.

Óðàâíåíèÿ Íàâüå � Ñòîêñà äëÿ âðàùàòåëüíî-ñèììåòðè÷íûõ
äâèæåíèé âÿçêîé æèäêîñòè, çàïèñàííûå â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîð-
äèíàòàõ (r, θ, z) â òåðìèíàõ ôóíêöèè òîêà ψ è ôóíêöèè w = ruθ,
äîïóñêàþò ãðóïïó òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîðîæäàåìóþ ñëåäó-
þùèìè îïåðàòîðàìè (Ë.Â. Êàïèòàíñêèé, 1979):

X1 = ∂t, X2 = 2t∂t + r∂r + z∂z + ψ∂ψ

X3(τ) = τ(t)∂z −
1
2
r2 τ̇(t)∂ψ, X4(σ) = σ(t)∂ψ.

(9)

Çäåñü τ(t) è σ(t) � ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèå ôóíêöèè âðåìåíè. Ñïðà-
âåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 6. Îïåðàòîðû èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ

ãðóïïû (9) ñëåäóþùèå:

δ1 = r2Dt − r ψrDz, δ2 = r Dr, δ3 = r Dz.

Áàçèñ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ñîñòîèò èç òðåõ èíâàðè-

àíòîâ

w, ψz, r ψrr − ψr.
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Çäåñü è äàëåå ÷åðåç Di îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàòîð ïîëíîãî äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé i.

Óðàâíåíèÿ Íàâüå � Ñòîêñà äëÿ îáùèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ äâè-
æåíèé âÿçêîé æèäêîñòè

ut + (u · ∇)u +∇p = ν4u, div u = 0

äîïóñêàþò áåñêîíå÷íîìåðíóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé. Åå êîíå÷íî-
ìåðíàÿ ÷àñòü ïîðîæäàåòñÿ ïåðåíîñîì ïî âðåìåíè, âðàùåíèÿìè âî-
êðóã òðåõ îñåé è ðàñòÿæåíèåì. Áåñêîíå÷íîìåðíîé ÷àñòè äîïóñêàå-
ìîé ãðóïïû ñîîòâåòñòâóåò àëãåáðà Ëè îïåðàòîðîâ

Yi(ϕi(t)) = ϕi∂xi + ϕ̇i∂ui − xiϕ̈i∂p, (i = 1, 2, 3); Z = σ(t)∂p (10)

(ïî i ñóììèðîâàíèÿ íåò). Ôóíêöèè ϕi(t) è σ(t) ïðîèçâîëüíû.

Òåîðåìà 7. Îïåðàòîðû èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ

ãðóïïû Ëè, ïîðîæäàåìîé îïåðàòîðàìè (10), èìåþò âèä

δ0 = Dt + uDx + vDy + wDz, δ1 = Dx, δ2 = Dy, δ3 = Dz.

Áàçèñ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ñëåäóþùèé:

t, ∇u, ∇v, ∇w, ut + (u · ∇)u +∇p.

Îòìåòèì, ÷òî ýòîò æå ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ óðàâíåíèé
Ýéëåðà, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå èäåàëüíîé æèäêîñòè (ν = 0).

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå òðåõìåðíûå
ñòàöèîíàðíûå äâèæåíèÿ íåâÿçêîãî íåòåïëîïðîâîäíîãî ãàçà

(u · ∇)u + ρ−1∇p = 0, (u · ∇)ρ+ ρ divu = 0, (u · ∇)S = 0. (11)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ãàçà èìååò ðàçäåëåííûé
âèä: ρ = Sg(p). Óðàâíåíèÿ (11) ïîìèìî êîíå÷íîìåðíîé ãðóïïû äî-
ïóñêàþò áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìóíêà � Ïðèìà (1947):

X = −m(x) u ∂u + 2m(x) ρ ∂ρ + 2m(x)S ∂S , u · ∇m(x) = 0. (12)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 8. Îïåðàòîðû èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ

ïðåîáðàçîâàíèÿ (12) ñîâïàäàþò ñ ïîëíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî íåçà-

âèñèìûì ïåðåìåííûì

δ1 = Dx, δ2 = Dy, δ3 = Dz.

Áàçèñ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ (12) ìîæåò

áûòü âûáðàí â âèäå

x, y, z, u
√
ρ,

S

ρ
,

(u · ∇)ρ
√
ρ

.

Îäíîé èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ìîäåëåé, èñïîëüçóåìûõ ïðè îïè-
ñàíèè îêîëîçâóêîâûõ òå÷åíèé ãàçà ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Êàðìàíà�
Ãóäåðëåÿ

−ϕxϕxx + ϕyy + ϕzz = 0. (13)

Ôóíêöèÿ ϕ(x, y, z) çàäàåò ïîòåíöèàë ìàëûõ âîçìóùåíèé ïîòîêà ãà-
çà, äâèæóùåãîñÿ ðàâíîìåðíî ñ êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòüþ âäîëü îñè
Ox. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå (13) äîïóñêàåò
áåñêîíå÷íîìåðíóþ àëãåáðó ïðåîáðàçîâàíèé L∞. Åå êîíå÷íàÿ ÷àñòü
L6 ïîðîæäàåòñÿ ñëåäóþùèìè îïåðàòîðàìè:

Y1 = ∂x, Y2 = ∂y, Y3 = ∂z, Y4 = z∂y − y∂z,
Y5 = y∂y + z∂z − 2ϕ∂ϕ, Y6 = x∂x + 3ϕ∂ϕ.

(14)

Áåñêîíå÷íîìåðíîé ÷àñòè äîïóñêàåìîé àëãåáðû ñîîòâåòñòâóåò îïå-
ðàòîð

X∞ = f(y, z)∂ϕ, 4f(y, z) = 0. (15)

Íèêàêèõ íåòðèâèàëüíûõ êîíòàêòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, äîïóñêàåìûõ
óðàâíåíèåì (13), íåò.

Òåîðåìà 9. Áàçèñ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äëÿ ïðåîáðàçî-

âàíèÿ, ïîðîæäàåìîãî îïåðàòîðîì X∞, ìîæåò áûòü âûáðàí ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

x, y, z, ϕx, ϕyy + ϕzz. (16)

Îïåðàòîðàìè èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîë-

íûå ïðîèçâîäíûå ïî íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì x, y, z.
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Ãëàâà øåñòü äèññåðòàöèè îïèñûâàåò ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ èíâàðèàíòîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðóïïîâîãî ðàññëîåíèÿ óðàâ-
íåíèé è êîíñòðóèðîâàíèÿ èõ äèôôåðåíöèàëüíî èíâàðèàíòíûõ ðå-
øåíèé.

Çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ãðóïïîâîãî ðàññëîåíèÿ çàäàííîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé áûëà âïåðâûå ïîñòàâëåíà Ñ. Ëè. Èçâåñòíî, ÷òî ãðóïïà
G, äîïóñêàåìàÿ íåêîòîðîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé E, ïåðåâîäèò ëþáîå
ðåøåíèå U : u = u(x) â ðåøåíèå ýòîé æå ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì,
íà ìíîæåñòâå âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû E ïîÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå ýêâè-
âàëåíòíîñòè: äâà ðåøåíèÿ U è U ′ ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè ñâÿçàíû
ïðåîáðàçîâàíèåì ãðóïïû G: U ′ = T U , T ∈ G. Êàæäûé êëàññ ýêâè-
âàëåíòíîñòè îïèñûâàåòñÿ îðáèòîé îäíîãî èç ðåøåíèé ïîä äåéñòâè-
åì âñåâîçìîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ãðóïïû G. Çàäà÷à ãðóïïîâîãî
ðàññëîåíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ çàäàííîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé E è çàäàííîé ãðóïïû G, äîïóñêàåìîé ñèñòåìîé
E, òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ îðáèòó
ëþáîãî ðåøåíèÿ (ñèñòåìà AG) è ñèñòåìó, çàäàþùóþ ñîâîêóïíîñòü
âñåõ îðáèò ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé (ñèñòåìà RE). Ñèñòåìà AG íàçûâà-
åòñÿ àâòîìîðôíîé è îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáîå åå ðåøåíèå
ëåæèò íà îðáèòå ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ðåøåíèÿ, ò.å. ïîëó÷àåòñÿ
èç íåãî äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèé ãðóïïû G. Íàïðîòèâ, ðàçðåøàþ-
ùàÿ ñèñòåìà RE íå äîïóñêàåò èñõîäíîé ãðóïïû è, òàêèì îáðàçîì,
ðàçëè÷àåò îðáèòû ðàçíûõ ðåøåíèé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ
êðàéíå ìàëî ïðèìåðîâ ïîñòðîåíèÿ ãðóïïîâîãî ðàññëîåíèÿ, îñîáåí-
íî äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Òåîðåìà 10. Ãðóïïîâîå ðàññëîåíèå ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé ãà-

çîâîé äèíàìèêè (11) ïî ïðåîáðàçîâàíèþ Ìóíêà � Ïðèìà (12) ñî-
ñòîèò èç ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû

(w · ∇) w +∇F (σ) = 0, div (σ−2w) = 0 (17)

è àâòîìîðôíîé ñèñòåìû

u = S−1/2w, S = ρσ2, R = −2
(w · ∇)σ

σ2
, Dρ = ρ1/2R. (18)

Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû (17) èñõîäíûå ãàçîäè-
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íàìè÷åñêèå ôóíêöèè âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïîäñòàíîâêîé â êîíå÷-

íûå ñîîòíîøåíèÿ (18) è èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ äëÿ ρ.

Òåîðåìà 11. Ãðóïïîâîå ðàññëîåíèå óðàâíåíèÿ (13) îòíîñèòåëüíî
áåñêîíå÷íîìåðíîé ãðóïïû (15) ñîñòîèò èç àâòîìîðôíîé ñèñòåìû

ϕx = a,

ϕyy + ϕzz = a ax
(19)

è ðàçðåøàþùåãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè a(x, y, z):

−aaxx − a2
x + ayy + azz = 0. (20)

Ïîñòðîåíèå ãðóïïîâîãî ðàññëîåíèÿ ñâîäèò çàäà÷ó èíòåãðèðî-
âàíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ê èññëåäîâàíèþ ðàçðåøàþùåé
ïîäñèñòåìû. Ïîñëåäíÿÿ äîïóñêàåò ëèøü êîíå÷íîìåðíóþ ãðóïïó ïðå-
îáðàçîâàíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò ñèñòåìàòè÷åñêè èññëåäîâàòü åå òî÷íûå
ðåøåíèÿ íà îñíîâå àëãîðèòìîâ ãðóïïîâîãî àíàëèçà.

Â äèññåðòàöèè òàêæå ïîñòðîåíî ãðóïïîâîå ðàññëîåíèå îòíîñè-
òåëüíî áåñêîíå÷íîìåðíîé ÷àñòè äîïóñêàåìîé ãðóïïû äëÿ óðàâíå-
íèé Ýéëåðà âî âðàùàòåëüíî-ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå. Ïîëó÷èâøàÿñÿ
ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêàÿ ðàçðåøàþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
ïðèâåäåíà â [6].

Òðåòüÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè îñâåùàåò ïðèëîæåíèÿ ðàçâèòûõ âû-
øå ìåòîäîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ è àíàëèçà òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé
ãàçîâîé äèíàìèêè. Â ñåäüìîé ãëàâå äàåòñÿ èñ÷åðïûâàþùàÿ êëàñ-
ñèôèêàöèÿ èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Êðàìàíà � Ãóäåð-
ëåÿ. Âû÷èñëåíèå ãðóïïû êàñàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, äîïóñêàå-
ìûõ óðàâíåíèåì (20) ïîêàçàëî, ÷òî îíî äîïóñêàåò ëèøü êîíå÷íî-
ìåðíóþ ãðóïïó ñ àëãåáðîé Ëè L6, èçîìîðôíîé àëãåáðå (14).

Êîíå÷íîìåðíîñòü àëãåáðû L6 ïîçâîëèëà ïîñòðîèòü åå îïòèìàëü-
íóþ ñèñòåìó ïîäàëãåáð ΘL6, ñîäåðæàùóþ 63 ïðåäñòàâèòåëÿ è äàòü
ïîëíîå îïèñàíèå èíâàðèàíòíî-ãðóïïîâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (20).
Äàëåå äëÿ èçâåñòíîé ôóíêöèè a(x, y, z) èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ ϕ âîñ-
ñòàíàâëèâàëàñü èíòåãðèðîâàíèåì èíâîëþòèâíîé ñèñòåìû (19). Ïîë-
íûé ïåðå÷åíü ñîäåðæèò 19 ïîäìîäåëåé, ñâîäÿùèõñÿ ê îáûêíîâåí-
íûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, è 10 ïîäìîäåëåé ñ äâóìÿ
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íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè. Êðîìå òîãî, ïîñòðîåíà ÷àñòè÷íî èí-
âàðèàíòíàÿ ïîäìîäåëü, çàäàþùàÿ ðåøåíèÿ òèïà äâîéíîé âîëíû.

Â òåõ èíâàðèàíòíûõ ïîäìîäåëÿõ, ãäå íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ
ëèíåéíî çàâèñèò îò ïîëÿðíîãî óãëà öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êî-
îðäèíàò, äàí îòâåò íà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-
øåíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ íåïðåðûâíîñòü èñêîìîé ôóíêöèè âî âñåì
ïðîñòðàíñòâå. Ïîêàçàíî, ÷òî â òåõ ïîäìîäåëÿõ, ãäå íåïðåðûâíûõ
ðåøåíèé íå ñóùåñòâóåò, ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèå, ñîäåðæàùåå
óäàðíóþ âîëíó â âèäå âèíòîâîé ïîâåðõíîñòè.

Ïðèìåð 3. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðåøåíèå, ïîðîæäåí-
íîå ïîäàëãåáðîé {αY1 +Y4, Y1 +Y5} (α � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð).
Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (13) èìååò âèä

ϕ = r−2B(λ), λ = x− αθ − ln r.

Â òåðìèíàõ ôóíêöèè p(B) = B′(λ) óðàâíåíèå ïîäìîäåëè çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå

-5 5 10

-2

2

4

6

8

10

12

B

p

У.В.

Ðèñ. 4.

dB

dp
= −(1 + α2 − p)p

4(p+B)
. (21)

Èññëåäîâàíèå îñîáûõ òî÷åê óðàâ-
íåíèÿ (21) ïîêàçàëî îòñóòñòâèå
çàìêíóòûõ èíòåãðàëüíûõ êðè-
âûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðèîäè-
÷åñêèì ðåøåíèÿì (ñì. ðèñ 4).
Óñëîâèÿ íà èíâàðèàíòíîé óäàð-
íîé âîëíå, èìåþùåé ôîðìó λ =
const, èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

p1 + p2

2
= 1 + α2, [B] = 0, [p] < 0. (22)

Ðåøåíèþ ñ óäàðíîé âîëíîé íà ðèñ. 4 ñîîòâåòñòâóåò èíòåãðàëü-
íàÿ êðèâàÿ, íà êîòîðîé èìååòñÿ äâå òî÷êè (p1, B1) è (p2, B2), ñâÿ-
çàííûå çàâèñèìîñòÿìè (22). Åäèíñòâåííîé òàêîé èíòåãðàëüíîé êðè-
âîé ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàòðèñà ñåäëîâîé îñîáîé òî÷êè. Íà ðèñ. 4 îíà ïî-
êàçàíà æèðíîé ëèíèåé. Ñòðåëêàìè îáîçíà÷åíî íàïðàâëåíèå âîçðàñ-
òàíèÿ ïàðàìåòðà λ âäîëü ýòîé êðèâîé. Ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêàçàí
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óäàðíî-âîëíîâîé ïåðåõîä, îòâå÷àþùèé óñëîâèÿì (22). ×èñëåííûì
ñ÷åòîì äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêîãî ïî âðåìåíè ðåøå-
íèÿ, îòâå÷àþùåãî óñëîâèþ íåïðåðûâíîñòè âî âñåì ïðîñòðàíñòâå.

Â âîñüìîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ýâîëþöèîííûå ïîäìîäåëè ñ
äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè äëÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìè-
êè. Âñå ïîäìîäåëè ýòîãî òèïà ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ñëåäóþùåì
êàíîíè÷åñêîì âèäå:

Ut + UUλ + b(t)ρ−1pλ = a1, Vt + UVλ = a2, Wt + UWλ = a3,

ρt + Uρλ + ρUλ = ρa4, pt + Upλ +A(p, ρ)Uλ = A(p, ρ)a4.
(23)

Çäåñü U = (U, V,W ) � èíâàðèàíòíûé âåêòîð ñêîðîñòè; t, λ � èí-
âàðèàíòíûå íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå. Ïðàâûå ÷àñòè a1, . . . , a4 çà-
âèñÿò îò t, λ è U. Âåëè÷èíû λ, U, à òàêæå ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé
â êàæäîé ïîäìîäåëè èìåþò ñâîè âûðàæåíèÿ â òåðìèíàõ èñõîäíûõ
çàâèñèìûõ è íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ (Å.Â. Ìàìîíòîâ, 1999). Âñå-
ãî èìååòñÿ 9 ïîäìîäåëåé äàííîãî òèïà.

Â äèññåðòàöèè ïîëíîñòüþ îïèñàí êëàññ ðåøåíèé ïîäìîäåëåé
(23), â êîòîðûõ U ëèíåéíî çàâèñèò îò ïåðåìåííîé λ. Êîíñòðóê-
òèâíîå îïèñàíèå ýòîãî êëàññà ðåøåíèé âîçìîæíî ïðè âûáîðå óðàâ-
íåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïîëèòðîïíîãî ãàçà.

Ââåäåíèå ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò è ÷àñòè÷íîå èíòåãðèðîâàíèå
ñèñòåìû óðàâíåíèé (23) ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìî-
ñòè U(λ) ñâîäèò ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ îáûêíî-
âåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà � Ôàóëåðà.
Êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå ìíîæåñòâà èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ äàí-
íîãî óðàâíåíèÿ ïîçâîëèëî ñäåëàòü âûâîä î õàðàêòåðèñòèêàõ îïèñû-
âàåìûõ òå÷åíèé ãàçà. Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ îïèñûâàþò êàê íåïðå-
ðûâíûé ðàçëåò, òàê è íåîãðàíè÷åííîå ñæàòèå ãàçà çà êîíå÷íûé èëè
áåñêîíå÷íûé èíòåðâàë âðåìåíè. Âåêòîð ñêîðîñòè ëèíåéíî çàâèñèò
îò ÷àñòè ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Ðåøåíèÿ ñîäåðæàò ïðîèç-
âîë â òðè ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî. Ïîäìîäåëè åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ðàçäåëÿþòñÿ íà äâà òèïà. Ïåðâûé îïèñûâàåò ñæàòèå èëè
ðàçëåò ïëîñêîãî ñëîÿ ãàçà. Òðàåêòîðèè ÷àñòèö ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè
êðèâûìè, íàêëîí è ïîëîæåíèå ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå îïðåäå-
ëÿåòñÿ íà÷àëüíûì ïîëîæåíèåì ÷àñòèöû. Â äâèæåíèÿõ ñ êîëëàï-
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ñîì ïëîòíîñòè ïðîîáðàçîì òî÷êè íà ïëîñêîñòè êîëëàïñà ÿâëÿåò-
ñÿ íåêîòîðàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ êðèâàÿ, íà÷àëüíóþ êîíôèãóðàöèþ
êîòîðîé ìîæíî âûáèðàòü äîñòàòî÷íî ñâîáîäíî â ñèëó èìåþùåãî-
ñÿ ïðîèçâîëà â ðåøåíèè. Âòîðîé òèï ðåøåíèé îïèñûâàåò ðàçëåò
èëè ñæàòèå ãàçà, çàïîëíÿþùåãî öèëèíäð, ðàäèóñ êîòîðîãî ìåíÿåò-
ñÿ ñ ðîñòîì âðåìåíè. Äâèãàÿñü âäîëü îñè öèëèíäðà, ÷àñòèöû ñîâåð-
øàþò êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî âèòêîâ âîêðóã íåå. Â
äâèæåíèÿõ ñ êîëëàïñîì ïëîòíîñòè öèëèíäð ñæèìàåòñÿ â ïðÿìóþ.
Ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ ãàçà.

Ïðèìåð 4. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå
âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ãàçà. Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â öèëèíäðè-
÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò âèä (x, r, θ):

uc = V (t, λ) + x/t, vc = U(t, λ), wc = W (t, λ), λ = r.

Çäåñü uc, vc, wc � îñåâàÿ, ðàäèàëüíàÿ è îêðóæíàÿ êîìïîíåíòû âåê-
òîðà ñêîðîñòè. Â ýòîé ïîäìîäåëè b = 1, a1 = W 2/λ, a2 = −V/t,
a3 = −UW/λ, a4 = −(U/λ + 1/t). Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ ïîäìîäå-
ëè íàõîäèì

V =
V0(ξ)
t

, W =
W0(ξ)
M(t)

, ρ =
f(ξ)
M2t

, p =
P (ξ)
M2γtγ

, ξ =
λ

M(t)
. (24)

Ôóíêöèè V0, W0, f , P ïðîèçâîëüíû. Ïðè îïðåäåëåíèè ôóíêöèè
M(t) âîçìîæíî äâà ñëó÷àÿ. Ïðè γ = 3/2 ôóíêöèÿ M îïðåäåëÿåòñÿ
ÿâíî: M = α

√
t. Ïðè ýòîì èìååòñÿ îãðàíè÷åíèå íà ïðîèçâîëüíûå

ôóíêöèè: W 2
0 (ξ) = αξP ′(ξ)/f(ξ)− α4ξ2/4. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî

γ ôóíêöèÿ M óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

M̈M3 + αt1−γM4−2γ = β2; α, β = const. (25)

Êðîìå òîãî, P ′(ξ) = αξf(ξ), W0 = βξ. Òðàåêòîðèè ÷àñòèö ñ t0 = 1
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

x =
(
x0 + V0(r0)

)
t− V0(r0), r = r0M(t), θ = θ0 +

W0(r0)
r0

∫ t

t0

ds

M(s)2
.
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Ðèñ. 5. Ðèñ. 6.

Âäîëü òðàåêòîðèè îñåâàÿ êîîðäèíàòà x ëèíåéíî çàâèñèò îò âðå-
ìåíè t. Ñëåäîâàòåëüíî, òðàåêòîðèþ êàæäîé ÷àñòèöû ìîæíî ïàðà-
ìåòðèçîâàòü êîîðäèíàòîé x âìåñòî t. Òîãäà çàêîí èçìåíåíèÿ ðà-
äèàëüíîé êîîðäèíàòû ÷àñòèöû çàäàåò â ïðîñòðàíñòâå (x, r, θ) ïî-
âåðõíîñòü âðàùåíèÿ ñ îáðàçóþùåé M(x). Òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû ÿâ-
ëÿåòñÿ ñïèðàëüþ, íàìîòàííîé íà ýòó ïîâåðõíîñòü â ñîîòâåòñòâèè ñ
çàêîíîì èçìåíåíèÿ θ. Îòìåòèì, ÷òî åñëè M(t∗) = 0 ïðè íåêîòîðîì
t∗, òî â ñëó÷àå òàêîãî äâèæåíèÿ âñå ÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè t∗
ïðèõîäÿò íà îñü Ox.

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö ãàçà â ñîâîêóïíîñòè ðàññìîò-
ðèì ãàç, çàêëþ÷åííûé âíóòðè öèëèíäðà rp = r0M(t) (ñì. ðèñ.
5). Äàâëåíèå íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà îäèíàêîâî âî âñåõ òî÷êàõ
è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (24), ãäå P (ξ) = P (r0) = const. Åñ-
ëè ôóíêöèÿ M(t) âîçðàñòàåò, òî ïðîèñõîäèò ðàçðåæåíèå ãàçà, ïðè
M(t) → 0, íàïðîòèâ, ãàçîâûé öèëèíäð ñæèìàåòñÿ è ïðåâðàùàåòñÿ
â ïðÿìóþ, à ïëîòíîñòü è äàâëåíèå âîçðàñòàþò äî áåñêîíå÷íîñòè.
×àñòèöû ãàçà äâèæóòñÿ âäîëü îñè öèëèíäðà è âðàùàþòñÿ âîêðóã
íåå (ðèñ. 6). Ïðè ýòîì îíè ñîâåðøàþò êîíå÷íîå ÷èñëî îáîðîòîâ
âîêðóã îñè, åñëè èíòåãðàë

∫
M−2dt ñõîäèòñÿ, è áåñêîíå÷íîå ÷èñëî

îáîðîòîâ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ôóíêöèÿ V0(ξ) çàäàåò ïðîîáðàç òî÷êè íà ìíîãîîáðàçèè êîëëàï-

ñà. Ïðîîáðàçîì òî÷êè x = x∗ ïðè t = t∗ (M(t∗) = 0) ÿâëÿåòñÿ
ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ

x = t−1
∗ (x∗ + (1− t∗)V0(r)), 0 ≤ r < +∞.

Ôóíêöèîíàëüíûé ïðîèçâîë â ðåøåíèè ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðàçëè÷-
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íûå êàðòèíû äâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òðåõìåðíûì íåñòàöèî-
íàðíûì ðåæèìàì äâèæåíèÿ ãàçà.

Êàæäûé ðàçäåë äèññåðòàöèè çàâåðøàåòñÿ ïåðå÷íåì îñíîâíûõ
ðåçóëüòàòîâ.
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