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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äàííàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ

çàäà÷è îá ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè.

Èññëåäîâàíèÿ äèõîòîìèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áûëè íà-
÷àòû â ðàáîòàõ Î. Ïåððîíà, Ì. Ã. Êðåéíà, À. Ä. Ìàéçåëÿ, Õ. Ìàññå-
ðû è Õ. Øåôåðà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ ðÿä êðèòåðèåâ ýêñïîíåí-
öèàëüíîé äèõîòîìèè. Íàèáîëåå èçó÷åííûìè ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ ïî-
ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ýòîì ñëó÷àå êðèòåðèè ôîðìóëèðóþòñÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, ìóëüòèïëèêàòîðîâ, â òåðìèíàõ
ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, â òåðìèíàõ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ
Ëÿïóíîâà ñî ñïåöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ (ñì. [1]). Ýòè òåîðåòè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû ïîçâîëèëè ðàçðàáîòàòü àëãîðèòìû äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è î äèõîòîìèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè (À. À. Àáðàìîâ, J. Roberts, Ñ. Ê. Ãîäóíîâ, À. ß. Áóëãà-
êîâ è äð.).

Â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè òàêæå èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ ïî ðåøåíèþ çà-
äà÷è î äèõîòîìèè. Ñóùåñòâåííûé âêëàä â å¼ ðåøåíèå âíåñëè ðàáîòû
Ì. Ã. Êðåéíà, À. Ä. Ìàéçåëÿ, Õ. Ìàññåðû è Õ. Øåôåðà, Ï. Õàðòìà-
íà, Â. Êîïïåëÿ, Å. Í. Ðîçåíâàññåðà, À. Ì. Ñàìîéëåíêî, Â. Ë. Êóëèêà.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íå âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, èìåþò àíàëîãè
â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè. Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå ïåðåìåííûõ êîýôôèöèåíòîâ â ëèòåðàòóðå
íå áûëî àíàëîãîâ ðÿäà âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ Ì. Ã. Êðåéíà î äèõîòîìèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòî-
ðûå èìåþò î÷åíü âàæíîå çíà÷åíèå ïðè ðàçðàáîòêå è îáîñíîâàíèè àëãî-
ðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î äèõîòîìèè. Ïîýòîìó ïðîäîëæåíèå
èññëåäîâàíèé äèõîòîìèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé.

Öåëü ðàáîòû. Èññëåäîâàòü çàäà÷ó îá ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöè-
åíòàìè: ïîëó÷èòü óñëîâèÿ äèõîòîìèè, ÿâëÿþùèåñÿ àíàëîãàìè óñëîâèé
Êðåéíà â ñëó÷àå óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè; îöåíèòü
ïàðàìåòðû äèõîòîìèè è ìóëüòèïëèêàòîðû; äîêàçàòü òåîðåìû î âîçìó-
ùåíèè è íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè.

3



Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.
Óñòàíîâëåíû íîâûå óñëîâèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè ëèíåéíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ïîëó÷åíû îöåíêè ïàðàìåòðîâ äèõîòîìèè è ìîäóëåé ìóëüòèïëèêàòî-

ðîâ.
Äîêàçàí ðÿä òåîðåì ïî òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ çàäà÷è î äèõîòîìèè.
Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ðàçðàáîòàíû àë-

ãîðèòìû äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöè-
åíòàìè â ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèé. Ðåøåíèå çàäà÷è îá ýêñïîíåíöèàëüíîé
äèõîòîìèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè
êîýôôèöèåíòàìè ñâåäåíî ê èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè ñïåöèàëüíîé
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà. Â òåð-
ìèíàõ ðåøåíèé ýòîé êðàåâîé çàäà÷è óñòàíîâëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
äèññåðòàöèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà, òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.
Â äèññåðòàöèè óñòàíîâëåíû íîâûå óñëîâèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòî-
ìèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýô-
ôèöèåíòàìè. Ïîëó÷åíû ëåãêî ïðîâåðÿåìûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ äèõî-
òîìèè, ìîäóëåé ìóëüòèïëèêàòîðîâ è îöåíêè íà âîçìóùåíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ, ñîõðàíÿþùèå äèõîòîìèþ. Îïèñàí íîâûé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî
èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Ðàáîòà íîñèò òåîðå-
òè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîæåò ñëóæèòü îñíîâàíèåì äëÿ ðàçðàáîòêè íîâûõ
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòî-
ìèè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà
êîíôåðåíöèÿõ: XXXVIII, XXXIX è XLI Ìåæäóíàðîäíûå íàó÷íûå ñòó-
äåí÷åñêèå êîíôåðåíöèè �Ñòóäåíò è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ� (Íî-
âîñèáèðñê, 2000 ã., äèïëîì âòîðîé ñòåïåíè; 2001 ã., äèïëîì ïåðâîé ñòå-
ïåíè; 2003 ã., äèïëîì âòîðîé ñòåïåíè), Ìåæâóçîâñêàÿ íàó÷íàÿ ñòóäåí-
÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ �Èíòåëëåêòóàëüíûé ïîòåíöèàë Ñèáèðè� (Íîâîñè-
áèðñê, 2003 ã., äèïëîì ïåðâîé ñòåïåíè), III Âñåñèáèðñêèé êîíãðåññ æåí-
ùèí-ìàòåìàòèêîâ, ïîñâÿùåííûé ïàìÿòè Ñ. Â. Êîâàëåâñêîé (Êðàñíî-
ÿðñê, 2004 ã.), VI Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ïî ìà-
òåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ è èíôîðìàöèîííûì òåõíîëîãèÿì (Êå-
ìåðîâî, 2005 ã., äèïëîì çà ëó÷øèé ñåêöèîííûé äîêëàä), Ðîññèéñêàÿ
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êîíôåðåíöèÿ �Ìàòåìàòèêà â ñîâðåìåííîì ìèðå� (Íîâîñèáèðñê, 2007 ã.).
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü òàêæå íà ñåìèíàðàõ: ñåìèíàð
Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà (ðóêîâîäèòåëü: àêà-
äåìèê Ðåøåòíÿê Þ. Ã.), ñåìèíàð êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ñåìèíàð �Òåîðå-
òè÷åñêèå è âû÷èñëèòåëüíûå ïðîáëåìû çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè�
(ðóêîâîäèòåëü: ïðîôåññîð Áëîõèí À. Ì.), ñåìèíàð �Èçáðàííûå âîïðîñû
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà� (ðóêîâîäèòåëü: ïðîôåññîð Äåìèäåíêî Ã. Â.).

Ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû ïîëó÷åíî äâå ìåäàëè íà Îòêðûòîì êîíêóðñå
íà ëó÷øóþ íàó÷íóþ ðàáîòó ñòóäåíòîâ ïî åñòåñòâåííûì, òåõíè÷åñêèì è
ãóìàíèòàðíûì íàóêàì â âóçàõ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (2001, 2003 ãã.),
ïîëó÷åíà ïåðâàÿ ïðåìèÿ íà êîíêóðñå èì. Ì. À. Ëàâðåíòüåâà ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåð-
ñèòåòà íàó÷íûõ ñòóäåí÷åñêèõ è àñïèðàíòñêèõ ðàáîò (2003 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â
10 ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Îáúåì è ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââå-
äåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû, ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì
äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 163 ñòðàíèöû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîñòîèò èç
75 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè
èç [1], îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, äàåòñÿ êðàòêèé
îáçîð èñòîðèè è ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ èçó÷àåìîé ïðîáëåìû, ïðèâî-
äèòñÿ êðàòêîå èçëîæåíèå ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà

dy

dt
= A(t)y, −∞ < t < ∞, (1)

ãäå A(t) � íåïðåðûâíàÿ ìàòðèöà, íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî äè-
õîòîìè÷íîé, åñëè ïðîñòðàíñòâî CN ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó çà-
ìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

CN = C1(0)⊕ C2(0),

ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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à) ðåøåíèÿ y1(t) = Y (t)y0
1 óðàâíåíèÿ (1), ãäå Y (t) � ìàòðèöàíò ñè-

ñòåìû (1), âûõîäÿùèå â ìîìåíò t = 0 èç ïîäïðîñòðàíñòâà C1(0) (y0
1 ∈

C1(0)), ïîä÷èíÿþòñÿ îöåíêå

‖y1(t)‖ ≤ M1e
−ν1(t−s)‖y1(s)‖ (t ≥ s; t, s ∈ (−∞,∞))

(â äàëüíåéøåì ‖ · ‖ � ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà) ñ íåêîòîðûì ïîêàçàòåëåì
ν1 > 0, M1 = const;

á) ðåøåíèÿ y2(t) = Y (t)y0
2 óðàâíåíèÿ (1), âûõîäÿùèå â ìîìåíò t = 0

èç ïîäïðîñòðàíñòâà C2(0) (y0
2 ∈ C2(0)), ïîä÷èíÿþòñÿ îöåíêå

‖y2(t)‖ ≤ M2e
−ν2(s−t)‖y2(s)‖ (t ≤ s; t, s,∈ (−∞,∞))

ñ íåêîòîðûì ïîêàçàòåëåì ν2 > 0, M2 = const;
â) âçàèìíûé íàêëîí ïîäïðîñòðàíñòâ

C1(t) = Y (t)C1(0), C2(t) = Y (t)C2(0)

íå ìîæåò ïðè èçìåíåíèè t ñòàòü ñëèøêîì ìàëûì; òî÷íåå ïðè íåêîòîðîì
β > 0 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Sn(C1(t), C2(t)) = inf
zk∈Ck(t)(k=1,2),‖zk‖=1

‖z1 + z2‖ ≥ β, t ∈ (−∞,∞).

Áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíû M1, M2, ν1, ν2, β > 0 ïàðàìåòðàìè äè-
õîòîìèè. Âñþäó äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî A(t) � T -ïåðèîäè÷åñêàÿ
ìàòðèöà, ò. å. A(t + T ) ≡ A(t).

Ãëàâà 1 ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ. Â ïàðàãðàôå 1.1 óñòà-
íàâëèâàåòñÿ êðèòåðèé ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè ñèñòåìû (1) â òåð-
ìèíàõ ðåøåíèé ñïåöèàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà. À èìåííî, äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå òðè òåîðå-
ìû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñèñòåìà (1) ýêñïîíåíöèàëüíî äèõîòîìè÷íà,
Y (t) � åå ìàòðèöàíò è P � ïðîåêòîð íà ìàêñèìàëüíîå èíâàðèàíò-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìàòðèöû ìîíîäðîìèè Y (T ), ñîîòâåòñòâóþùåå
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ëåæàùèì âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà γ = {λ :
|λ| < 1},

PY (T ) = Y (T )P.
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Òîãäà äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ìàòðèöû C(t) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå H(t)
êðàåâîé çàäà÷è





d

dt
H + HA(t) + A∗(t)H = − (

Y −1(t)
)∗

P ∗Y ∗(t)C(t)Y (t)PY −1(t)

+
(
Y −1(t)

)∗ (I − P )∗ Y ∗(t)C(t)Y (t) (I − P )Y −1(t), 0 < t < T,

H(0) = H(T ).
(2)

Åñëè C(t) � íåïðåðûâíàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà, òî ñóùåñòâóåò ýðìè-
òîâî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2), à åñëè äîïîëíèòåëüíî

C(t) ≥ 0, ïðè ýòîì C(t) > 0, t ∈ G ⊆ [0, T ], µ(G) > 0, (3)

òî ñóùåñòâóåò ýðìèòîâî ðåøåíèå H(t) òàêîå, ÷òî H(0) > 0.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü C(t) � íåïðåðûâíàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà, óäî-

âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (3). Åñëè ñèñòåìà (1) ýêñïîíåíöèàëüíî äèõî-
òîìè÷íà, òî ýðìèòîâî ðåøåíèå H(t) êðàåâîé çàäà÷è (2) òàêîå, ÷òî
H(0) > 0 è

H(0) = P ∗H(0)P + (I − P )∗H(0) (I − P ) , (4)

îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Îíî ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îï-
ðåäåëåííûì ïðè âñåõ t ∈ [0, T ] è ïðåäñòàâèìî â âèäå èíòåãðàëà

H(t) =
(
Y −1(t)

)∗


∞∫

t

P ∗Y ∗(s)C(s)Y (s)Pds


 Y −1(t)

+
(
Y −1(t)

)∗



t∫

−∞
(I − P )∗ Y ∗(s)C(s)Y (s) (I − P ) ds


 Y −1(t). (5)

Òåîðåìà 3. Ïóñòü C(t) � íåïðåðûâíàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (3), P � ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî

P 2 = P, PY (T ) = Y (T )P.

Åñëè ñóùåñòâóåò ýðìèòîâî ðåøåíèå H(t) êðàåâîé çàäà÷è (2) òàêîå,
÷òî H(0) > 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå (4), òî ñèñòåìà (1) ýêñïîíåíöèàëü-
íî äèõîòîìè÷íà, ïðè ýòîì P ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì íà ìàêñèìàëüíîå
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èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìàòðèöû ìîíîäðîìèè Y (T ), ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ëåæàùèì âíóòðè åäèíè÷íîãî êðó-
ãà γ.

Âûâîä.Èç òåîðåì 1-3 âûòåêàåò, ÷òî èññëåäîâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíîé
äèõîòîìèè ñèñòåìû (1) ìîæíî ñâåñòè ê íàõîæäåíèþ ýðìèòîâîé ìàòðè-
öû H(t) è ïðîåêòîðà P (P 2 = P ), ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è





d

dt
H + HA(t) + A∗(t)H = − (

Y −1(t)
)∗

P ∗Y ∗(t)C(t)Y (t)PY −1(t)

+(Y −1(t))∗ (I − P )∗ Y ∗(t)C(t)Y (t) (I − P )Y −1(t), 0 < t < T,

H(0) = H(T ) > 0,

H(0) = P ∗H(0)P + (I − P )∗H(0) (I − P ) ,

PY (T ) = Y (T )P.
(6)

Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé â çà-
äà÷å î äèõîòîìèè ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè (ñì., íàïðèìåð, [1, 2]).

Â ïàðàãðàôå 1.2 óñòàíàâëèâàþòñÿ îöåíêè íà ïàðàìåòðû äèõîòîìèè
M1, M2, ν1, ν2 â òåðìèíàõ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2). Íàïîìíèì îäèí
êðèòåðèé ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè (ñì., íàïðèìåð, [1]). Ñèñòåìà
(1) ýêñïîíåíöèàëüíî äèõîòîìè÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êðàåâàÿ
çàäà÷à 




dy

dt
= A(t)y + f(t), −∞ < t < ∞,

sup
−∞<t<∞

‖y(t)‖ < ∞,

(7)

ðàçðåøèìà äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé îãðàíè÷åííîé âåêòîð-ôóíêöèè f(t).
Â ðàáîòå ïîëó÷åíû îöåíêè äëÿ íîðìû ìàòðèöû Ãðèíà, íà îñíîâå êîòî-
ðûõ óñòàíàâëèâàþòñÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ äèõîòîìèè ν1, ν2, M1, M2.

Áóäåì ñ÷èòàòü âåçäå íèæå, ÷òî C(t) � T -ïåðèîäè÷åñêàÿ íåïðåðûâíàÿ
ýðìèòîâà ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (3), åñëè íå îãîâîðåíî
îáðàòíîå.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

α(t) =
{ 1

‖C−1(t)‖ , t ∈ G,

0, t /∈ G,
(8)
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ãäå t ∈ [0, T ], G îïðåäåëåíî â (3). Ïðîäîëæèì íà âñþ îñü −∞ < t < ∞
ôóíêöèþ α(t) ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì T .

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà (1) ýêñïîíåíöèàëüíî äèõîòîìè÷íà.
Ïóñòü ïðîåêòîð P è ýðìèòîâà ìàòðèöà H(t) óäîâëåòâîðÿþò çàäà÷å (6).
Â ñèëó òåîðåìû 2 ìàòðèöà H(t) èìååò âèä (5), ò. å. ïðåäñòàâèìà â âèäå

H(t) = H+(t) + H−(t),

ãäå

H+(t) = (Y −1(t))∗



∞∫

t

P ∗Y ∗(s)C(s)Y (s)P ds


 Y −1(t),

H−(t) =
(
Y −1(t)

)∗
[ t∫

−∞
(I − P )∗ Y ∗(s)C(s)Y (s) (I − P ) ds

]
Y −1(t).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü γ1(t) > 0 � ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî
ìàòðèöû H(t). Òîãäà äëÿ íîðìû ìàòðèöû Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è (7)
èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè

‖G(t, τ)‖2 ≤ ‖H+(τ)‖
γ1(t)

exp


−

t∫

τ

α(s)
‖H+(s)‖ds


 , t > τ,

‖G(t, τ)‖2 ≤ ‖H−(τ)‖
γ1(t)

exp


−

τ∫

t

α(s)
‖H−(s)‖ds


 , t < τ.

Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà âûòåêàþò îöåíêè íà ïàðàìåòðû äèõîòîìèè M1,
M2, ν1, ν2.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü C(t) ≡ I, H(t) � ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2),
Hmax = max

t∈[0,T ]
‖H(t)‖. Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) èìåþò ìåñòî

îöåíêè
‖y1(t)‖2 ≤ Hmax

γ1(t)
e
−(t−τ)
Hmax ‖y1(τ)‖2, t > τ,

y1(t) = Y (t)y0
1 , y0

1 ∈ C1(0), C1(0) = PCN ,

‖y2(t)‖2 ≤ Hmax

γ1(t)
e
−(τ−t)
Hmax ‖y2(τ)‖2, τ > t,
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y2(t) = Y (t)y0
2 , y0

2 ∈ C2(0), C2(0) = (I − P )CN .

Óñòàíîâëåííûå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ íåðà-
âåíñòâ â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ (ñì., íàïðèìåð, [2]). Èç
ýòèõ îöåíîê, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàþò îöåíêè íîðìû ðåøåíèÿ êðàåâîé
çàäà÷è (7).

Òåîðåìà 5. Äëÿ íîðìû ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (7) èìååò ìåñòî
îöåíêà

sup
−∞<t<∞

‖y(t)‖ ≤
2

T∫
0

‖H(s)‖ds

max
ξ∈[0,T ]

γ1(ξ)

(
1− exp

(
−

T∫
0

α(s)
‖H(s)‖ds

)) sup
−∞<t<∞

‖f(t)‖.

Â ïàðàãðàôå 1.3 â òåðìèíàõ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2) óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ îöåíêà ñíèçó íà ïàðàìåòð äèõîòîìèè β, õàðàêòåðèçóþùèé âçà-
èìíûé íàêëîí ïîäïðîñòðàíñòâ C1(t) è C2(t), à òàêæå ïîëó÷åíà îöåíêà
íà ðàññòîÿíèå ìóëüòèïëèêàòîðîâ ñèñòåìû (1) äî åäèíè÷íîé îêðóæíî-
ñòè Γ = {λ : |λ| = 1}. Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî ñïåêòðàëüíîìó êðèòåðèþ
ñèñòåìà (1) ýêñïîíåíöèàëüíî äèõîòîìè÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñïåêòð ìàòðèöû ìîíîäðîìèè Y (T ) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ åäèíè÷íîé îêðóæ-
íîñòüþ Γ (ñì., íàïðèìåð, [1]).

Òåîðåìà 6. Íà âçàèìíûé íàêëîí ïîäïðîñòðàíñòâ

C1(t) = Y (t)PCN , C2(t) = Y (t)(I − P )CN

èìååò ìåñòî îöåíêà ñíèçó

Sn (C1(t), C2(t)) ≥ min
s∈[0,T ]

γ1(s)
min {‖H+(s)‖, ‖H−(s)‖} .

Òåîðåìà 7.Äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ìîíîäðîìèè Y (T ),
ëåæàùèõ âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà γ = {λ : |λ| < 1}, èìåþò ìåñòî
îöåíêè:

|λj | ≤ exp


−1

2

T∫

0

α(s)
‖H+(s)‖ds


 , j = 1, 2, . . . l.
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Äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ìîíîäðîìèè Y (T ), ëåæàùèõ âíå
çàìûêàíèÿ åäèíè÷íîãî êðóãà γ, èìåþò ìåñòî îöåíêè:

|λj | ≥ exp


1

2

0∫

−T

α(s)
‖H−(s)‖ds


 , j = l + 1, l + 2, . . . N.

Â ïàðàãðàôå 1.4 ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû ðàññìàòðèâàþòñÿ
â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî ïðè t ≥ 0. Èç äîêàçàííûõ òåîðåì, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàþò
óòâåðæäåíèÿ (òåîðåìû 9�11), îáîáùàþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòà-
òû èç [3].

Ãëàâà 2 ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ. Â ïàðàãðàôàõ 2.1, 2.2
ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè âîçìóùåííîé
ñèñòåìû

dy

dt
= (A(t) + A1(t))y, −∞ < t < ∞, (9)

ãäå A1(t) � T -ïåðèîäè÷åñêîå íåïðåðûâíîå âîçìóùåíèå ìàòðèöû A(t).
Ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè íà âîçìóùåíèå A1(t) â òåðìèíàõ ðåøåíèÿ êðàåâîé
çàäà÷è (2), ïðè êîòîðûõ âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà (9) îñòàåòñÿ ýêñïîíåí-
öèàëüíî äèõîòîìè÷íîé, à òàêæå äîêàçûâàþòñÿ íåñêîëüêî òåîðåì î íåï-
ðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (2) îò ýëåìåíòîâ ìàò-
ðèöû A(t).

Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 12. Ïóñòü ñïåêòð ìàòðèöû ìîíîäðîìèè Y (T ) ñèñòåìû

(1) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ Γ = {λ : |λ| = 1}, ÷èñëî
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ìîíîäðîìèè, ëåæàùèõ âíóòðè åäè-
íè÷íîãî êðóãà γ = {λ : |λ| < 1}, ðàâíî l. Ðàññìîòðèì âîçìóùåííóþ
ñèñòåìó (9), ãäå íåïðåðûâíàÿ ìàòðèöà A1(t) � T -ïåðèîäè÷åñêîå âîç-
ìóùåíèå ìàòðèöû A(t). Åñëè A1(t) òàêîå, ÷òî

deaT (ea1T − 1) < 1,

ãäå
d = max

|λ|=1
‖(λI − Y (T ))−1‖,

òî ñïåêòð ìàòðèöû ìîíîäðîìèè Ỹ (T ) âîçìóùåííîé ñèñòåìû (9) íå
ïåðåñåêàåòñÿ ñ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ Γ, ÷èñëî åå ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé, ëåæàùèõ âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà γ, òàêæå ðàâíî l.
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ñïåêòð ìàòðèöû ìîíîäðîìèè ñèñòåìû (1) íå
ïåðåñåêàåòñÿ ñ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ Γ, ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé ìàòðèöû ìîíîäðîìèè, ëåæàùèõ âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà γ, ðàâ-
íî l. Ðàññìîòðèì âîçìóùåííóþ ñèñòåìó (9), ãäå íåïðåðûâíàÿ ìàòðèöà
A1(t) � T -ïåðèîäè÷åñêîå âîçìóùåíèå ìàòðèöû A(t). Åñëè A1(t) òàêàÿ,
÷òî

νeaT (ea1T − 1) < 1,

ãäå
a = max

t∈[0,T ]
‖A(t)‖, a1 = max

t∈[0,T ]
‖A1(t)‖,

ν = πρ +
√

2ρ + (πρ)2, ρ = a‖H(0)‖
1 + exp

(
−

T∫
0

1
‖H(s)‖ds

)

1− exp

(
−

T∫
0

1
‖H(s)‖ds

) ,

ìàòðèöà H(t) � ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2) ïðè C(t) ≡ I, òî ñïåêòð
ìàòðèöû ìîíîäðîìèè âîçìóùåííîé ñèñòåìû (9) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ Γ, ÷èñëî åå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ëåæàùèõ
âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà γ, òàêæå ðàâíî l.

Òåîðåìà 13. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ ê òåîðåìå 12.
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è





d

dt
H̃ + H̃(A(t) + A1(t)) + (A(t) + A1(t))∗H̃

= −
(
Ỹ −1(t)

)∗ (
P̃ ∗Ỹ ∗(t)Ỹ (t)P̃

−
(
I − P̃

)∗
Ỹ ∗(t)Ỹ (t)

(
I − P̃

))
Ỹ −1(t), 0 < t < T,

H̃(0) = H̃(T ),

(10)

òàêîå, ÷òî H̃(0) > 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå

H̃(0) = P̃ ∗H̃(0)P̃ +
(
I − P̃

)∗
H̃(0)

(
I − P̃

)
,

ãäå Ỹ (t) � ìàòðèöàíò âîçìóùåííîé ñèñòåìû (9), P̃ � ïðîåêòîð íà
ìàêñèìàëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìàòðèöû Ỹ (T ), ñîîò-
âåòñòâóþùåå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ëåæàùèì âíóòðè åäèíè÷íîãî
êðóãà γ,

P̃ Ỹ (T ) = Ỹ (T )P̃ .
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ ê òåîðåìå 12.
Òîãäà äëÿ íîðìû ðàçíîñòè ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ (2) ïðè C(t) ≡ I è
(10) èìååò ìåñòî îöåíêà

‖H̃(t)−H(t)‖ ≤ 4e4aT η(1 + e4aT η)‖H(t)‖, t ∈ [0, T ], (11)

ãäå
η = νe3aT

[
(ea1T − 1)e(a+3a1)T ν

1− eaT (ea1T − 1)ν
+ e3a1T − 1

]
.

Îöåíêà (11) ïîêàçûâàåò, ÷òî çàäà÷à î íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ êðàåâîé
çàäà÷è (2) õîðîøî îáóñëîâëåíà, ïîñêîëüêó åñëè ìû âîçüìåì íåêîòîðîå
ìàëîå âîçìóùåíèå A1(t), òî îöåíêà îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ðåøå-
íèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2) áóäåò òàêîãî æå ïîðÿäêà ìàëîñòè.

Â ïàðàãðàôå 2.3 ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè (P = I) è äîêàçûâàåì àíàëîãè÷íûå òåîðåìû î âîçìóùåíèè è
íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè (òåîðåìû 15�20).

Äîïîëíèòåëüíî, â ïàðàãðàôå 2.4 ïîêàçàíî, ÷òî â òåðìèíàõ ðåøå-
íèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2) ïðè P = I ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè ãðàíèöû
îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ íóëåâîãî ðåøåíèÿ è ñêîðîñòè óáûâàíèÿ ðåøåíèé
ïðè t → +∞ ñèñòåìû

dy

dt
= A(t)y + ϕ(t, y), t ≥ 0, (12)

ãäå âåêòîð-ôóíêöèÿ ϕ(t, y) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé è ϕ(t, 0) = 0.
Â ãëàâàõ 1, 2 ìû èçó÷àëè çàäà÷ó îá ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöè-
åíòàìè (1). Áûëè äîêàçàíû òåîðåìû îá óñëîâèÿõ äèõîòîìèè â òåðìè-
íàõ ðàçðåøèìîñòè ñïåöèàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà. Èñïîëüçóÿ ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, óñòàíîâëåíû
îöåíêè íîðì ôóíêöèè Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ïîëó÷åíû íåðàâåíñòâà äëÿ
óãëîâîé õàðàêòåðèñòèêè ïîäïðîñòðàíñòâ C1(t) è C2(t), îöåíêè ìîäóëåé
ìóëüòèïëèêàòîðîâ è ïàðàìåòðîâ äèõîòîìèè, à òàêæå äîêàçàíû òåîðå-
ìû î âîçìóùåíèè è íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé
óñòàíîâëåí ðÿä ðåçóëüòàòîâ îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâî-
ãî ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè
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êîýôôèöèåíòàìè (ñì., íàïðèìåð, [1, 2]). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî èññëåäî-
âàíèå çàäà÷è îá ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè è çàäà÷è îá àñèìïòîòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ìîæíî
ñâåñòè ê ðåøåíèþ ñïåöèàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà. Òàêîé ñïîñîá ðåøåíèÿ óêàçàííûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ
àíàëîãîì ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íî âìåñòî êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà â ñëó÷àå ñèñòåì ñ ïîñòîÿííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè èñïîëüçóåòñÿ ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà

HA + A∗H = −C.

Êàê èçâåñòíî, ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ðåøàòü ÷èñëåííî, ïîëó÷àÿ ðåçóëüòà-
òû ñ ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòüþ (ñì., íàïðèìåð, [2]), è, ñëåäîâàòåëüíî,
óñïåøíî ïðîâîäèòü ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ î äèõîòîìèè è îá
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Èç òåîðåì î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè, äîêàçàííûõ â ãëàâå 2, âû-
òåêàåò, ÷òî ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà ÿâëÿåòñÿ õîðîøî îáóñëîâëåí-
íîé çàäà÷åé, ïîýòîìó ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ðàçðàáîòàòü àëãîðèòìû äëÿ
÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ îá ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè è îá
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèõ êîýôôèöèåí-
òîâ. Îïèðàÿñü íà ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, â ñëåäóþùåé ãëàâå íà ïðè-
ìåðå çàäà÷è îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ýòî
äåéñòâèòåëüíî âîçìîæíî.

Ãëàâà 3 ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè � ñëó÷àé àñè-
ìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ïðè t ≥ 0. Èç
ðåçóëüòàòîâ, èçëîæåííûõ âûøå, âûòåêàåò, ÷òî ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ðåøå-
íèÿ ñèñòåì (1) è (12) ïðè t → +∞, îöåíêè ìîäóëåé ìóëüòèïëèêàòîðîâ
ñèñòåìû (1) è îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ñèñòåìû (12) óêàçûâàþòñÿ â òåðìè-
íàõ íîðìû ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2). Ïîýòîìó ìîæíî ïðåäëîæèòü
äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ êîíêðåòíûõ çàäà÷ íà ïðàêòèêå îá àñèìïòîòè-
÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì (1) è (12) (ïàðàãðàô
3.1):

1) âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ (5) ïðè P = I;
2) ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2) ïðè P = I.
Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ýòèõ ïîäõîäîâ. Â ïàðàãðàôå 3.2
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ñòðîÿòñÿ ïðèáëèæåíèÿ ê èíòåãðàëàì (5) ïðè P = I è óñòàíàâëèâàþòñÿ
îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïîñòðîåííûõ ïðèáëèæåíèé. Íà îñíîâå ïåð-
âîãî ïîäõîäà â ïàðàãðàôå 3.3 ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì äëÿ ÷èñëåííîãî
èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû (1). Ýòîò àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì àëãîðèòìà äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòî-
ÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ (ñì., íàïðèìåð, [2]). Â ïàðàãðàôå 3.4 ñòðîÿòñÿ
ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2) ïðè P = I ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìåòîäà Ðóíãå � Êóòòà è óñòàíàâëèâàþòñÿ îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
ïðèáëèæåíèé.
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