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&%�«&%� Z *�^��������
�	(���¬t�«��(�\T���bo
&'�	]�����(�(�`e&�k	*��b(��	^���-,�ba�&t®Î�T�����
j���s�����j��yx X	U�U
X - W x+zT����j�(��ra���j��yx X	U�U �1- W °�x
Ï�ÐyÑÒÑ2�?*�{ Z ��(��	��� Z (���m�(��r��.�(���mªj�k	� Z *,(�.�*qj�����m«����(�\T*,��*,(�]�����ÓÔ)+k	� Z *,(�kv�
(��r��.�(��	oÕk	*��b(���.�*qj�����m9������-,��*qj,j
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®Î�T�����
j���s�����j��yx X	U�U	� - W °�x'�?*�{ Z ��(��	��� Z (���m

(��r��.�(���m1����(�\T*,��*,(�]�����ÓÔ)+������*q&%*,(�(�`7*�������s	^�*q&%`��������b^�� Z (���mv&'�	k	*q&'�	k	�bo
���l�l&'�	k	*q&'�	k	��.�*qj�����-,�2&%� Z *�^��������
�	(��ba

“
®Î"�������(�*�{?x X	U�U
Ö - W °�xb(���j�*q&%��(��	��*

�b��\T* Z ��` Z ��\�\T*,��*,(�]���^�_�(�`d�9�����	��(�*,(���m«�T�����
j���s�����j�����-,�?-,�
j�� Z �	��j�k	��*,(bo
(���-,����(�����*,��j���k	*,k��lÓÔcy*,����*,k	��.�*qj�����*>����`7.���j�^���k	*�^�_�(�`7*>������s	^�*q&%`[nq� Z �r.
&'�	k	*q&'�	k	��.�*qj�����mv\T��n,�����

“
®¯��� Z ����� W �����
\ W � W � W �+^��r�b��(��
°�x���s�×y* Z ��(�*,(bo

(��
&¥j�*q&%��(��	��*2^��	s������	k	�������R��`7.���j�^���k	*�^�_�(�`d�R������s	^�*q&$nq� Z �r.v&'�	k	*q&'�	k	�bo
.�*qj�����m�\T��n,�������H^��	s������	k	������� Z ��\�\T*,��*,(�]�����^�_�(�`d�l�����	n,(��
j�k	(�`d�H�����	�	o
(�*,(���m?|T(�j�k	��k	��k��;&'�	k	*q&'�	k	�����1)7 ¦#i��� W

CH�y���%���y�bÍ�����¤+ �j�(�����(�`7*4���	^��r{�*,(��ba Z ��j,j�*,��k��	]����1������s	^��������
�	(�`
� VrX ���	s���k����ix±j�����j���������k	����`d�9��������* Z *,(�������(�]�*l�	��k	����*q\T*,���	k�� W "[j����	o
&%*qj�k	(�`d�Ø����s	^����b�	]��bab�Ù¹ W�º7»�¼;½ µ » a��	^�a�*,k�j�aÚ�	��k	�����
& ´?¾g¿ &%� Z *�o
^��yxª� W � W �+^��r�b��(���������(�� Z ^�*�{;��kT���
j�k��	(������b�7nq� Z �r. W #%*,n,�q^�_�k��	k	`�xr�b��j,�	¬eo
~!��*qj�aT���
j�k	����*,(��ba��	����������(�`d����]�*,(����T� Z ���b�	nq�	k	*�^�_
j�k	�
�d��j���&%��k	��k	��.�*qj�����m
�
j�k	��m�.������
j�k	�yxb������(�� Z ^�*�{2�	k Z ��j,j�*,��k��	(�k	� W

04�b���i���b�i�%�ª�D����Û���£Ü�%�������b�H¤±�!��j,j�*,��k��	]��ba1��s�×y*q&%�
& V�VqÝ j�k	����o
(���]«j��
j�k	����k1��nH����* Z *,(��bayx�k	��*���-Þ^��	��x�k	��*��������b^��r{�*,(���m��«j�����j��b�?^���k	*�o
���	k	����`¥��n4� � (��	��&%*,(����
�	(���m W " Z ��j,j�*,��k��	]����?j�� Z *,�
{2�	k�j�aH������j���(������2�?�
k��	s	^���] W
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"������* Z *,(����?��s��
j�(����
�	(����	��k	�
��^�_�(��
j�k	_;k	*q&%`�x���������* Z *,(?��s�n,���l^���k	*,���	k	�
o
��`�x���n�^��r{�*,(�`§]�*�^��l�H�����	k	����*�j�� Z *,�
{2�	(���* Z ��j,j�*,��k��	]���� W

}
^��	�
� V;Z ��j,j�*,��k��	]��������
j��	a�~!*,(��?��j,j�^�* Z ���
�	(���¬²�
j�k	��m�.������
j�k	��j��	o
j�k	�ra�(��baH���	��(�����*qj��ba Z ^�a ´?¾g¿ &%� Z *�^��H�2���	n�^���.�(�`d�l��������~!*,(�(�`d�lj�^���.���o
ab� W

"«��*,�����
&v���	���	-,����\T*7��������* Z *,(��!\T����&%�q^����������b� ´?¾g¿ &%� Z *�^���!��s	o
~!*q&$j�^���.��	*�x���������* Z *,(��*,*���s�*,n,���	nq&%*,�����
�	(���* W "¥� Z (��
&%*,��(��
&©j�^���.��	*!���	o
j�k��	�	^�*,(�` Z ��*k	*qj�k	����`7*nq� Z �r.��yw±� Z ^���(�(��
&¢���	^������������ Z (�����*;�9�1s
��^�^��bo
j�k	��.�*qj����
& Z ��� Z * W zT���
&%*g¨,k	��-,��x,��s
j��
{ Z �	*,k�j�aT���������
j%�e(���^���.����!j��
j�k	�ra�(���m
���	��(�����*qj��baT�4�b�T��� Z *�x Z *�^��	¬�k�j�a4(�*,����k	����`7*g����* Z �
�	����k	*�^�_�(�`7*gnq��&%*,.��	(��bayx
��j����	^�_�n,��*q&%`7* Z ��^�*,*��;}
^��	��* V�W

"§� Z (��
&%*,��(��
&ªj�^���.��	*��s�*,n,���	nq&%*,��(��
&���� Z *4����j,j,&'�	k	�����
�	*q&'��a?&%�	o
Z *�^�_2nq�	����j�`7�
�	*,k�j�alj�^�* Z ��¬�~!��&���s����	n,�
&dw

Ũτ + BŨx = F (ϕx, Ũ ),
® V °

ε2ϕxx = R − ρ.
® X °

� Z *qj�_

Ũ =




R

Ru

RE

Rq


, B=




0 1 0 0

0 0 2
3 0

0 0 0 1

− 10
9 E2 0 20

9 E 0


, F =




0

R(ϕx + c11u + c12q)

R
(
uϕx + c

(
2
3E − 1

))

R( 5
3Eϕx+c21u+c22q)


 ;

R
Y �b^���k	(��
j�k	_v¨�^�*,��k	����(�����x

u
Y j���* Z (babaª¨�^�*,��k	����(�(���a©j��������
j�k	_�x

E
Y

j���* Z (baba�¨,(�*,��-,�ba1¨�^�*,��k	����(���x
q
Y ����k	����¨,(�*,��-,���yx

ϕ á ¨�^�*,��k	����.�*qj�����m1���	ok	*,(�]�����^¥*qj�k	_�(�*,��n,��*qj�k	(�`7*R\T��(���]����§��*,��*q&%*,(�(�`d�
τ
x

x â ����¨q\�\T��]���*,(�k	`
c11, . . . , c22

x
c
a��	^�a�¬�k�j�aR-Þ^�� Z ����&%�R\T��(���]��ba�&%�

E
x
ε
Y (�*,����k	������a����
j�k	�	o

a�(�(���ayx
ρ(x)

Y �b^���k	(��
j�k	_�^�*,-,�������
�	(��bayx�(�*,����k	������alnq� Z �	(�(���al\T��(���]��ba W
�4^�avj���j�k	*q&%`Ü® V °�x+® X °�s�� Z *q&$����j,j,&'�	k	�����
�	k	_ Z ��*2k	*qj�k	����`7*2nq� Z �r.�� W

�T*,���
��a«��n�(��b��o!k��	�©(��	n,`7�
�	*q&'��a©ã	ä	årä�æ�ä9ç9å�è�é�ê�ê�çÞëAì�çÞè�í�ì�î�ç�ï�ç�åqê�é�ð
ñ?o
������j�`7�
�	*,k�����k	���l¨�^�*,��k	����(����2�2� Z (������ Z (��!^�*,-,�������
�	(�(��
&����	^������������ Z (��bo
��* W
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#g��j W�V w	)g�
*q&'�	k	��.�*qj�����*+����* Z j�k��	�	^�*,(���*
n+−n−n+ s
��^�^���j�k	��.�*qj�����-,� Z ��� Z �

)+��j�k	*q&'�R® V °�x'® X °7�����
ρ(x) ≡ 1

��&%*,*,klj�k��	]�����(��	��(���*!��*,!*,(���*�x������bo
j�`7�
�	¬�~!*,*�� Z (������ Z (�`7m1����k	���v¨�^�*,��k	����(����l�H���
j�k	�ra�(�(��
&$¨�^�*,��k	����.�*qj����
&
���	^�*�w

R(τ, x) = R̂ = 1,

u(τ, x) = û,

E(τ, x) = Ê,

q(τ, x) = q̂,

ϕ(τ, x) = ϕ̂ = a + bx,
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- Z *
û (> 0)

x
Ê (> 1)

x
q̂
x
a
x
b (> 0) á ���
j�k	�ra�(�(�`7*�x b á (��	���
ab{�*,(���*�j,&%*,~!*�o(��bayx±�����b^��r{�*,(�(���*2�9���	^������������ Z (������ W #%*,!*,(���*�®Î�
°T����* Z j�k��	�	^�a�*,k?j���s���m

j��
j�k	�ra�(���*T���	��(�����*qj��ba Z ^�aH����j,j,&'�	k	�����
�	*q&%��mlnq� Z �r.�� W
�4^�alj���j�k	*q&%`[® V °�xi® X °+k��	�b{�*�����j,j,&'�	k	�����
�	*,k�j�a>!���������!��n,��*qj�k	(���a>�

\T��n,����*����	^������������ Z (���������k	*qj�k	���
��aHã	ä	årä�æ�ä�ç!ò�ä,è
è�é�ó�ô�é�æ�ñ,ó�ð�çÞëDåqé�ç�årñ W�õ k	�
� Z (��
&%*,��(���aHnq� Z �r.���x�������j�`7�
�	¬�~���al���	^������������ Z (���������`7ml������s����yx�j��
j�k	�rabo
~!��m2��ndk	��*���.���j�k	*,m W �!��*d��s	^���j�k	�yxr����* Z j�k��	�	^�*,(�(�`7*d��`ej������	^�*,-,�������
�	(�(�`e&
&'�	k	*,������^��
&¦®

n+ oÕ��s	^���j�k	��°7���	n Z *�^�*,(�`¢n,��(���m�(���n,����m�����(�]�*,(�k	���	]����?^�*,-,�bo
�����
�	(��ba2®

n
oÕ��s	^���j�k	_�° W �T��* Z ���	^��	-��	*,k�j�ayxÞ.�k	��\T��(���]��ba

(ρ(x)−1)
Z �
j�k��	k	��.�(��

-Þ^�� Z �b��a1�v\T��(���k	(���a W c�������.�(�`7mv�����
\T�b^�_?\T��(���]����
ρ(x)

��n,��s�����{�*,(1(��
#g��j WyV�W

�T��*�{ Z *�x�.�*q&v���
j�k��	����k	_4j,&%*,��	(�(���¬©nq� Z �r.���j�����k	��*,k�j�k	����¬�~!��¬!x	nq��o

u



Z �r.�*;�?s
��^�^���j�k	��.�*qj����
& Z ��� Z *�xy����j,j,&%��k	����&¥(�����`7mv��*,��k	���v(�*,nq�	����j���&%`d�
��*,��*q&%*,(�(�`d�

U =




R

J

P

Θ


 =




1 0 0 0

0 1 0 0

−1 0 2
3 0

0 − 5
2 0 1


 Ũ .

® � °

"$(�����`d���s���n,(��r.�*,(��bab�>j���j�k	*q&'�H® V °�������&%*,k;��� Z

Rτ + Jx = 0,

Jτ + Rx + Px = RQ + d11J + d12Θ,

3

2
Pτ + Jx + Θx = JQ + cP,

2

5
Θτ + (P +

P 2

R
)x = PQ + d21J + d22Θ.
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� Z *qj�_
Q = ϕx

x
d11 = c11 + 5

2c12
x

d12 = c12
x
d21 = 2

5c21 − c11 + 5
2d22

x
d22 = 2

5c22 − c12
W

�T�
j�k��	����&?k	*,��*,��_ Z ^�a;j���j�k	*q&%`¢® Ö °�x�® X °�-,���	(���.�(�`7*d�
j�^������ba!�����
x =

0, 1
®
τ > 0

°�x�j�����k	��*,k�j�k	����¬�~!��*Tnq� Z �r.�*��2s
��^�^���j�k	��.�*qj����
& Z ��� Z *�w

R(τ, 0) = R(τ, 1) = 1,

P (τ, 0) = P (τ, 1) = 0,

}
®Î�
°

ϕ(τ, 0) = a, ϕ(τ, 1) = a + b,
® u °

- Z *
a
x
b á (�*,����k	����`7*!���
j�k	�ra�(�(�`7*�x�������.�*q&©(��	���
ab{�*,(���*�j,&%*,~!*,(��ba b > 0

W
�T*(��	�������a9��s�~!(��
j�k	�yx±s�� Z *q&¢���	^��	-��	k	_ Z ��^�*,*�x�.�k	�

a = 0
W zT���
&%*k	��-,��x

�����
τ = 0

x
0 < x < 1

(��
{;(��;nq� Z �	k	_�(��r.���^�_�(�`7*��
j�^������ba W
� � Z �r.���® Ö °�x7® X °�x7®Î�
°�x7® u °4��&%*,*,kR�����

b = 0
j�k��	]�����(��	��(���*>��*,!*,(���*

®Òó�ç�ó�ô�ç�ö�ê�é�ñ4÷Ôè�çrò�ä,è�ø�ê�ç�÷Þç2ô2ñÕî�ë�ç�åqé�ê�ä,ë�é�æ�ñ,ó�ð�ç�÷Þç7î�ä	ï�ê�ç�ï	ñ,ó�é�öy°�w

J(τ, x) = Ĵ = 0,

P (τ, x) = P̂ = 0,

Θ(τ, x) = Θ̂ = 0,

R(τ, x) = R̂(x) = eϕ̂(x),

ϕ(τ, x) = ϕ̂(x),
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ϕ̂(x)

� Z ���	^�*,k	�����
a�*,k������	��(�*,(���¬¦�T�
��j,j���(��

ε2ϕ̂′′ = R̂ − ρ
® � °

jT-,���	(���.�(�`e&%�H�
j�^������ba�&%�

ϕ̂(0) = ϕ̂(1) = 0.
® VqU °

����^�*,*Ts�� Z *q&���s���n,(��r.��	k	_

Û =




R̂

Ĵ

P̂

Θ̂


 .

 �j�(�����(�`7*?��*,n,�q^�_�k��	k	`Ü��*,������m©-Þ^��	��`Üj,\T����&%�q^��������
�	(�`t����*,�����
&
���	���	-,����\T*��2��� Z * Z ���
�>k	*,����*q& W
Ed�����%��£T��ù$ú7î�é

ρ(x) ≡ 1
ó�ç�ó�ô�ç�ö�ê�é�ñdî�ä	ï�ê�ç�ï	ñ,ó�é�ö$®Î�
°�ó�é�ó�ô2ñÔë�û�® V °�® X °�ï

è�é�ê�ñ�ü�ê�çÞë�ì�î�é�òÞè�é�ý¢ñ�ê�é�é�ä	ó�é�ë�ì�ô�çrô�é�æ�ñ,ó�ð�éHí
ó�ô�çrü�æbé�ï�ç�ì�ç�þ�ö�ì�í�ê�ç�ï�í�ÿ
#'��j,j,&%��k	����&�(�*�^���(�*,m�(���*���������~!*,(���*�j���j�k	*q&%`[® Ö °���� Z �

Rτ + Jx = 0,

Jτ + Rx + Px = RQ + d̂11J + d̂12Θ,

2

3
Pτ + Jx + Θx = Jϕ̂′ + ĉP,

2

5
Θτ + Px = Pϕ̂′ + d̂21J + d̂22Θ
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j2���
j�k	�ra�(�(�`e&%�v����¨q\�\T��]���*,(�k���&%�
d̂11
x
d̂12
x
d̂21
x
d̂22
x
ĉ
W �4^�aR��������~!*,(�(���m

k��	����&���s����	n,�
&9nq� Z �r.��l�2s
��^�^���j�k	��.�*qj����
& Z ��� Z * Z ���b�	nq�	(��
Ed�����%��£T���¥ú!í
ó�ô�ø9ê�ä�æ�ä,è�ø�ê�ûgñlårä�ê�ê�ûgñ

U (0, x) = U 0(x)
ì�î�é�ê�ä	å�è�ñ�ý¢ä�ô

W 1
2 (0, 1)

é1í
åqç�ï,è�ñ�ô2ï�çÒî�ö��7ôtí
óÔè�ç�ï�é��

||U 0 − Û ||2W1

2
(0,1) < N.

�dóÔè�é��dð�î�çÞë4ñ2ô�ç�÷Þç��eì�è�çrô�ê�ç�ó�ô�ø>è�ñ,÷Þé�î�ç�ï	ä�ê�é�ö
ρ(x)

ë4ä,è�ç>çrô�è�é�æ�ä	ñ�ô2ó�övçrô
ρ(x) ≡ 1, 0 ≤ x ≤ 1

�7ô�ç?ó�ç�ó�ô�ç�ö�ê�é�ñ�î�ä	ï�ê�ç�ï	ñ,ó�é�ö¥® Ý °óÔë4ñ
	2ä�ê�ê�çrüRã	ä	årä�æbé
�
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||U (τ) − Û ||2W1

2
(0,1) ≤ Me−στ ||U 0 − Û ||2W1

2
(0,1).� årñ,ó�ø

σ
�
M

�
N � ì�çÞè�çqý¥é�ô2ñÔè�ø�ê�ûgñ�ì�ç�ó�ô�ç�ö�ê�ê�ûgñqÿ
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j�k	��.�*qj����
& Z ��� Z * W �T*,���
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�	(��ba Z ���
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�	(��ba1�	���������bo
(���m?��]�*,(����yx�����n,���	^�a�¬�~!*,m Z ���b�	nq�	k	_;��j���&%��k	��k	��.�*qj�����¬��
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||U (τ) − Û ||2W2

2
(0,1) ≤ Me−στ ||U 0 − Û ||2W2

2
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Ed�����%��£T���¢ú!í
ó�ô�ø9ê�ä�æ�ä,è�ø�ê�ûgñlårä�ê�ê�ûgñ

U (0, x) = U 0(x)
ì�î�é�ê�ä	å�è�ñ�ý¢ä�ô

W 2
2 (0, 1)
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åqç�ï,è�ñ�ô2ï�çÒî�ö��7ôSï;ô�çræbð
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(0, 0)

é
(0, 1)
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óÔè�ç�ï�é�öbë ó�ç�÷Ôè�ä	ó�ç�ï	ä��
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||U 0 − Û ||2W2

2
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τ
�
0 < τ ≤ τ1 < ∞ � τ1 � ì�î�çrébã	ï�çÞè�ø �ê�ç�ñ�æbé�óÔè�ç"!���ó�í #2ñ,ó�ô2ï�í
ñ�ô ñ,åqé�ê�ó�ô2ï	ñ�ê�ê�ç�ñ�÷Ôè�ä	åqð�ç�ñ+îiñ
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R, J, Θ ∈ & 2
2(0, 1),

P ∈ & 2
2(0, 1) ∩ '& 1

2(0, 1),

ϕ(τ, x) ∈ & 4
2(0, 1) ∩ '& 1

2(0, 1),
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äR® VrX °�ÿ
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ρ(x)
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ρ(x) ≡ 1
�
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U (0, x) = U 0(x)

ì�î�é�ê�ä	å�è�ñ�ý¢ä�ô
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(0, 1)
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τ∗ > 0
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0 < τ ≤ τ∗
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0 < x < 1
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U (τ, x) ∈ W 2
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Rτ + 1 ¶ 2 J = 0,

Jτ + ∇(P + R) = RQ + d11J + d12Θ,

3

2
Pτ + 1 ¶ 2 (J + Θ) = (J,Q) + cP,

2

5
Θτ + ∇

(
P +

P 2

R

)
= PQ + d21J + d22Θ,
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4ϕ = β(R − ρ).
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�	(��ba
ρ(x, y)

��&%*,*,k;��� Z w

ρ(x, y) =

{
1, (x, y) ∈ Ω+,

δ, (x, y) ∈ Ω \ Ω+.
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6
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≤ x ≤ 1
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Γl = ∂Ω \ Γ0
x
l
Y * Z ��(���.�(�`7mH��*,��k	���l��(�*,!(�*,ml(�����&'��^�� W
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J(τ, x, y) ≡ 0,

Θ(τ, x, y) ≡ 0,

P (τ, x, y) ≡ 0,

R(τ, x, y) = R̂(x, y),

ϕ(τ, x, y) = ϕ̂(x, y).
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4ϕ̂ = β(R̂ − ρ)
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ρ(x, y)
åqç�ó�ô2ä�ô�çræbê�çTòÞè�ébã�ð
ä�ð

ρ(x, y) ≡ 1
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R(τ, x, y) → R̂, ϕ(τ, x, y) → ϕ̂, P (τ, x, y) → 0
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τ → ∞,
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τ → ∞,
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