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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü ïðîáëåìû. Ïðîöåññû òåïëîìàññîïåðåíîñà ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè

ïîòîêàìè æèäêîñòè îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìàìè ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïðåäñòàâëåí-

íûõ â êîìïëåêñíîé ôîðìå. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì ïîñòðîåíà òåîðèÿ êðàåâûõ çàäà÷, íàèáî-

ëåå èçó÷åííîé èç êîòîðûõ, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî

ïîðÿäêà, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî çàâèñÿò òîëüêî îò x, y.

Â ðàáîòàõ Ê. Ìèðàíäà (1957), Ì. È. Âèøèêà (1961), À. Í. Âîëüïåðòà (1961), À.

Â. Áèöàäçå (1966) îñíîâíûì ïîäõîäîì ê èññëåäîâàíèþ ýòîé çàäà÷è Äèðèõëå ÿâëÿåòñÿ

ïðåäñòàâëåíèå åå ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ êàêîãî - ëèáî ïîòåíöèàëà è ñâåäåíèå ê óðàâíå-

íèþ ñ âïîëíå íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì. Ïðè ýòîì áåçóñëîâíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è

Äèðèõëå äîêàçûâàåòñÿ ïðè î÷åíü æåñòêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà êîýôôèöèåíòû îïåðàòî-

ðà (âïëîòü äî èõ ïîñòîÿíñòâà) èëè íà ðàçìåðû îáëàñòè. Â ðàáîòå Î.À. Ëàäûæåíñêîé

è Í.Í. Óðàëüöåâîé (1973) ïðåäëîæåí ìåòîä ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå íà îñíîâå

àïðèîðíûõ îöåíîê åå ðåøåíèé ïðèìåíèòåëüíî ê êâàçèëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ñ âåêòîð-

íûì îïåðàòîðîì â ãëàâíîé ÷àñòè. Â. Í. Ìîíàõîâûì (1977) áûëà èññëåäîâàíà ðàçðåøè-

ìîñòü çàäà÷è Ãèëüáåðòà äëÿ êâàçèàíàëèòè÷åñêîãî âåêòîðà ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ

îïåðàòîðîâ T è S = ∂T/∂z.

Ïðè îáòåêàíèè òåë ïîòîêàìè æèäêîñòè ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè ñêîðîñòÿìè äâè-

æåíèÿ âîçíèêàþò ñòðóéíûå òå÷åíèÿ, êîãäà ïîòîê îòðûâàåòñÿ ñ ïîâåðõíîñòè òåëà è â

ðåçóëüòàòå çà òåëîì îáðàçóåòñÿ îáëàñòü ïîñòîÿííîãî äàâëåíèÿ (êàâåðíà), îãðàíè÷åííàÿ

íåèçâåñòíûìè ïîâåðõíîñòÿìè (ñòðóÿìè).

Â.Ì.Øóðûãèí (1966) äëÿ îïèñàíèÿ òîïîëîãè÷åñêè ñëîæíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òå-

÷åíèé ïðåäëîæèë ìîäåëèðîâàòü äîïîëíèòåëüíûå ïîòîêè æèäêîñòè (ñ çàäàííûìè èëè

èñêîìûìè ãðàíèöàìè) ïîìåùåíèåì êàæäîãî èç òàêèõ ïîòîêîâ íà ñâîé ëèñò ðèìàíîâîé

ïîâåðõíîñòè (òàê íàçûâàåìûå ñõåìû Øóðûãèíà). Â.Í. Ìîíàõîâûì (1977) äëÿ èñêîìî-

ãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, îòâå÷àþùåé ñõåìå Øóðûãèíà, äîêàçàíû àïðèîðíûå

îöåíêè, îáåñïå÷èâàþùèå åãî ëîêàëüíóþ åäèíñòâåííîñòü.

Â ãèäðîäèíàìèêå (â ÷àñòíîñòè, â òàê íàçûâàåìîé ñõåìå îáòåêàíèÿ Ýôðîñà) è òåîðèè

ôèëüòðàöèè èìåþò ïðèëîæåíèÿ êðàåâûå çàäà÷è Âåêóà íà ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ.

Ëèíåéíàÿ çàäà÷à Âåêóà øèðîêî èçó÷àëàñü ðàíåå (À. È. Áèê÷àíòàåâ (1987), Juri L.

Rodin (1987)). Èìè áûëà óñòàíîâëåíà íåòåðîâîñòü çàäà÷è è âû÷èñëåí åå èíäåêñ.

Â.Í. Ìîíàõîâûì è Å.Â. Ñåìåíêî (2003) áûëà ïðåäëîæåíà êîððåêòíàÿ ïîñòàíîâêà

ëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè è äîêàçàíà åå îäíîçíà÷-

íàÿ ðàçðåøèìîñòü.

Öåëü ðàáîòû. Â äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Äè-

ðèõëå äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ ìàòðèöàìè Q1, Q2 áëèç-

êèìè ê äèàãîíàëüíûì è òðåóãîëüíûì. Äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü
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ñòðóéíûõ òå÷åíèé, îòâå÷àþùèõ ñõåìå Øóðûãèíà, à òàêæå ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çà-

äà÷è ñîïðÿæåíèÿ äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Âåêóà íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøè-

ìîñòè ëèíåéíîé çàäà÷è Äèðèõëå ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå àïðèîðíîé îöåíêè åå ðåøåíèÿ â

ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Lp , p > 2.

Â êâàçèëèíåéíîì ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòü äîêàçûâàåòñÿ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ âïîëíå íåïðå-

ðûâíîãî îïåðàòîðà çàäà÷è, ê êîòîðîìó ïðèìåíèì ïðèíöèï Øàóäåðà, à åäèíñòâåííîñòü

� íàëîæåíèåì óñëîâèé ñëàáîé ñâÿçàííîñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ

íîâûìè è ïîäòâåðæäåíû ïîëíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Â îñíîâíîì ðàáîòà íîñèò òåîðå-

òè÷åñêèé õàðàêòåð, åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè

çàäà÷ òåïëîìàññîïåðåíîñà.

Ïóáëèêàöèè è àïðîáàöèè àâòîðà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêî-

âàíû â 4 ðàáîòàõ àâòîðà.

Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ è ðîñ-

ñèéñêèõ êîíôåðåíöèÿõ: "Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä" (ã. Íî-

âîñèáèðñê 1999, 2000, 2001 ãã. ), "Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ìåõàíèêå ïðèðîäíûõ ñðåä

è ýêîëîãèè" (ã. Áàðíàóë 2002 ã.).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîëîæåíû òàêæå íà ñåìèíàðàõ : èíñòèòóòà ãèäðîäèíàìèêè

èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ "Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä"

ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà Ìîíàõîâà Â. Í., ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Ïëîòíèêîâà Ï. È. (2006),

ëàáîðàòîðèè òåîðèè ôóíêöèè èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ ïîä

ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í. ïðîôåññîðà Àñååâà Â. Â. è ä.ô.-ì.í. ïðîôåññîðà Ñû÷åâà À. Â.

(2006), êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíè-

âåðñèòåòà "Òåîðåòè÷åñêèå è âû÷èñëèòåëüíûå ïðîáëåìû çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè"

ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í. ïðîôåññîðà Áëîõèíà À. Ì. (2006).

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ,

ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 98 ñòðàíèö ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà, áèáëèîãðàôèÿ ñîäåð-

æèò 36 íàèìåíîâàíèé, â îñíîâíîì ìîíîãðàôè÷åñêîãî õàðàêòåðà.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ââåäåíèå ê äèññåðòàöèè ñîäåðæèò êðàòêèå èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ ïî åå òåìå, èç-

ëîæåíèå ïðè÷èí è öåëåé ïðîâîäèìûõ â íåé èññëåäîâàíèé è ïåðå÷èñëåíèå îñíîâíûõ

ïîëîæåíèé ðàáîòû.

Ãëàâà I. Îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ êâàçèàíàëè-

òè÷åñêîãî âåêòîðà.
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Ïåðâàÿ ÷àñòü ãëàâû (�1, �2) ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ è êðàò-

êîìó îáçîðó ðàáîò. Â ïàðàãðàôå 3 ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå êâàçèëèíåéíîé ìîäåëè ïîòî-

êîâ æèäêîñòè è ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ åå êîýôôèöèåíòîâ. Â ïàðàãðàôå

4 äîêàçàíû îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü è óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíîé çàäà÷è; ïàðàãðàô 5

ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó ðàçðåøèìîñòè è åäèíñòâåííîñòè êâàçèëèíåéíîé çàäà÷è Äè-

ðèõëå ñ äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè êîýôôèöèåíòîâ, à â ïàðàãðàôå 6 èçó÷àåòñÿ çàäà÷à

Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèé ñ êâàçèäèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè. Çàâåðøàåò ãëàâó ãèäðîäè-

íàìè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ (�7).

Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ (�1). Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå íåîá-

õîäèìûå ñâåäåíèÿ èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Óðàâíåíèÿ äèôôóçèè (�2). Â ïàðàãðàôå ïðèâåäåí êðàòêèé îáçîð ðàáîò, ïîñâÿ-

ùåííûõ ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññà òåïëîìàññîïåðåíîñà è òåîðèè

ãðàíè÷íîé çàäà÷è Ãèëüáåðòà.

Êâàçèëèíåéíàÿ ìîäåëü (�3).

Êâàçèàíàëèòè÷åñêèå âåêòîðû îïèñûâàþò äèôôóçèîííûå ïðîöåññû òåïëîìàññîïåðå-

íîñà ïîòîêàìè æèäêîñòè. Â ïàðàãðàôå ñòðîèòñÿ êâàçèëèíåéíàÿ ìîäåëü äèôôóçèîííîãî

ïðîöåññà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòðèöà äèôôóçèè äèàãîíàëüíà:

wkz + µ1kwkz + µ2kwkz + Akwk +Bkwk + Fk = 0, k = 1, n; (1)

sup
k,z,wk

(| µ1k | + | µ2k |) = µ0 < 1, (2)

ãäå wk = ψk + iϕk � êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë òå÷åíèÿ, ψk � ôóíêöèè òîêà, ϕk (k =

1, n− 1) � êîìïîíåíòû ïðèìåñåé, ϕn � òåìïåðàòóðà, z = x+ iy. Óñëîâèå (2) îòðàæàåò

ôàêò ýëëèïòè÷íîñòè óðàâíåíèÿ (1) äëÿ wk(z). Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), (2) â êðóãå

Ω :| z |< 1 ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à Äèðèõëå:

Im wk(e
iγ) = 0, γ ∈ [0, 2π]; Re wk(1) = 0, k = 1, n. (3)

Ëèíåéíàÿ çàäà÷à (�4).

Ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà ëèíåéíîé çàäà÷è Äèðèõëå (10), ò.å. êîãäà âåêòîð êîýôôè-

öèåíòîâ Qk = (µ1k, µ2k, Ak, Bk, Fk) óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïåðåìåííîé z

(Qk = Qk(z)). Äîïîëíèòåëüíî ê óñëîâèþ (2) ýëëèïòè÷íîñòè óðàâíåíèÿ (1) ïðåäïîëàãà-

åòñÿ, ÷òî (Ak, Bk, Fk) ∈ Lp(Ω), p > 2, (k = 1, n).

Ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà (20) ðåøåíèÿ wk = wk[ζ(z)], k = 1, n ëèíåéíîé çàäà÷è

(1) - (3), êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

ðåøåíèé çàäà÷è (1) - (3). Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 1 (îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè). Ïóñòü (Ak(z), Bk(z), Fk(z)) ∈ Lp(Ω),

p > 2. Òîãäà çàäà÷à (1) - (3) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà è äëÿ åå ðåøåíèÿ w = (w1(z), . . . ,wn(z))
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ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

|| wk ||(1)
q,Ω≤M || Fk ||q,Ω, 2 < q(µ0, p) ≤ p, fk = lFk, (4)

ãäå M = M(µ0, || (A,B) ||p,Ω) = const <∞, A = (A1, . . . , An), B = (B1, . . . , Bn).

Òåîðåìà óñòîé÷èâîñòè (30). Â ïóíêòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî çàäà÷ (1δ)− (3δ)

ñ âåêòîðîì êîýôôèöèåíòîâ Qk(δ) = Qk(z, δ) ≡ Qk(z) +Qδ
k(z), Qk(z, δ) ∈ Bp(Ω), p > 2,

Qδ
k(z) = 0 ïðè δ = 0.

Ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà ðåøåíèÿ wk(δ), k = 1, n óðàâíåíèÿ (1) äëÿ ðàçíîñòè

wδ
k(z) = wk(z, δ)− wk(z, 0)

|| wδ
k ||

(1)
q,Ω≤M1(|| Qk(δ) ||Bq) || Qδ

k ||Bq , (5)

q > 2, k = 1, n, ñâÿçûâàþùàÿ íîðìû âàðèàöèé wδ
k(z) ðåøåíèé çàäà÷è (1δ) − (3δ) ñ âà-

ðèàöèÿìè Qδ
k(z) = Qk(z, δ)−Qk(z, 0) âåêòîðîâ êîýôôèöèåíòîâ (1δ), èç êîòîðîé ñëåäóåò

óñòîé÷èâîñòü âW 1
q (Ω), q > 2 ðåøåíèé çàäà÷è (1) - (3) îòíîñèòåëüíî âàðèàöèè âåêòîðîâ

Qk(z, δ) êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (1). Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 2 (óñòîé÷èâîñòè). Ðåøåíèÿ w(z, δ) = (w1, . . . ,wn) çàäà÷è (1) - (3) óñòîé-

÷èâû â W 1
q (Ω), q > 2 îòíîñèòåëüíî âàðèàöèè âåêòîðîâ Qk(z, δ) êîýôôèöèåíòîâ óðàâ-

íåíèÿ (1) â ïðîñòðàíñòâå Bq(Ω), ïðè ýòîì äëÿ âàðèàöèé wδ
k(z) = wk(z, δ) − wk(z, 0)

ñïðàâåäëèâû îöåíêè (5) ÷åðåç âàðèàöèè Qδ
k(z) = Qk(z, δ)−Qk(z, 0) âåêòîðîâ êîýôôèöè-

åíòîâ (1).

Ðàçðåøèìîñòü è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé êâàçèëèíåéíîé çàäà÷è (�5). Â

ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùèé ñëó÷àé êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (1), â êîòîðîì

âåêòîðû Qk = (µ1k, µ2k, Ak, Bk, Fk) êîýôôèöèåíòîâ (1) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïåðåìåí-

íûõ z ∈ Ω è w = (w1, . . . ,wn) ∈ R2n, Qk = Qk(z,w) :

wkz̄ + µ1k(z,w)wkz + µ2k(z,w)w̄kz̄ + Ak(z,w)wk +Bk(z,w)w̄k + Fk(z,w) = 0,

sup
k,z,w

(| µ1k(z,w) | + | µ2k(z,w) |) = µ0 < 1.

Ïðè ýòîì íà êîýôôèöèåíòû Fk íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå íåâîçìîæíîñòè ðîñòà ïî w.

Ïðåäïîëîæåíèÿ:

(i) Fk(z,w) = εCk(z,w)w+Dk(z,w), ε > 0 èñêîìûé ïàðàìåòð, Ck� ìàòðèöà (n×n).

(ii) âåêòîðû Qk(z,w) íåïðåðûâíû ïî w ïðè z ∈ Ω è äëÿ ëþáîãî w ∈ R2n

sup
k,w

|| (Ak, Bk, Ck, Dk) ||p,Ω≤ R0 <∞, p > 2.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåàðèçîâàííàÿ çàäà÷à (1∗)−(3∗), ïîëó÷åííàÿ ïóòåì ïîäñòàíîâêè

â êîýôôèöèåíòû Qk(z) = Qk(z,w) çàäà÷è (1) - (3) ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàííîé âåêòîð
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- ôóíêöèè w∗(z) ∈ C(Ω). Èñïîëüçóÿ âëîæåíèå W 1
q (Ω) ⊂ C(Ω) è óñëîâèÿ (i), (ii) ïðè

äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 íàõîäèòñÿ îöåíêà ðåøåíèÿ w(z) ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è (1∗)−
(3∗). Ïðè ýòîì ðåøåíèå w = (w1, . . . ,wn) çàäà÷è (1∗) − (3∗) îïðåäåëÿåò îïåðàòîð íàä

âåêòîð - ôóíêöèåé w∗(z) ∈ C(Ω) : w = Λ(w∗ | z), Λ = (Λ1, . . . ,Λn), Λ : C(Ω) →
W 1

q (Ω), q > 2, ê êîòîðîìó ïðèìåíèì ïðèíöèï Øàóäåðà. Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3 (ñóùåñòâîâàíèÿ). Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii) ïðè äîñòàòî÷íî ìà-

ëîì ε > 0 çàäà÷à (1) - (3) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå w(z) ∈ W 1
q (Ω) ∩

N(Ω), q > 2.

Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè (20). Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

ωkz̄ + µ1k(z,w)ωkz + µ2k(z,w)ω̄kz̄ + fk = 0, sup(| µ1k | + | µ2k |) = µ0 < 1, (6)

äëÿ ðàçíîñòè ω(z) = w(z) − w∗(z), ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ R2n, ãäå (w(z),w∗(z)) ∈
W 1

q (Ω), q > 2− äâà ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) - (3), fk = w∗
kz∆µ1k +

w̄∗
kz̄∆µ2k + ∆Fk. Çäåñü ∆Qk = Qk(z,w)−Qk(z,w

∗), Qk = (µ1k, µ2k, Fk), k = 1, n.

Èñïîëüçóÿ ñïåöèàëüíûé âèä ôîðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé äëÿ ôóíêöèè ìíîãèõ

ïåðåìåííûõ ∆Φ(w) =
n∑

l=1

∂lΦ(w) · ∆wl, ãäå ∂lΦ(w) = ∆lΦ(w)/∆wl, ∆wl = wl − w∗
l ,

óñëîâèÿ

(j) Qk(z,w) ∈ Lp(Ω), p > 2 ∀ | w |<∞, k = 1, n,

(jj) | ∂lQk(z,w) |≤ ε� 1 ïðè k 6= l = 1, n,

| ∂kQk(z,w) |≤ P = const <∞, k = 1, n, (z,w) ∈ Ω×R2n.

è âëîæåíèå W 1
q (Ω) ⊂ C(Ω), q > 2 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî || ω ||∞,Ω= 0, à ýòî çíà÷èò, ÷òî

w = w∗, ò.å. çàäà÷à (1) - (3) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ. Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 4 (åäèíñòâåííîñòè). Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (j), (jj) è äîñòàòî÷íî ìà-

ëîì ε > 0 â (jj) çàäà÷à (1) - (3) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü êâàçèëèíåéíîé çàäà÷è Äèðèõëå ñ êâàçèäèà-

ãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè êîýôôèöèåíòîâ (�6).

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàçèëèíåéíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöû (µk, A,B), k =

1, 2 êîýôôèöèåíòîâ ÿâëÿþòñÿ êâàçèäèàãîíàëüíûìè â ñìûñëå:

(J) sup
i6=j

|cij| = δ � 1, C = {cij} = {µ1, µ2, A, B}, i, j = 1, n,

êîòîðàÿ äëÿ k−ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1) èìååò âèä:

wkz̄ + µ1
kkwkz + µ2

kkw̄kz̄ +Akkwk +Bkkw̄k + Fk +
k−1∑

j=1,j 6=k

δkj

(
wjz + w̄jz̄ + wj + w̄j

)
= 0, (7)

sup
k,z,w

(∣∣µ1
kk

∣∣+ ∣∣µ2
kk

∣∣) = µ0 < 1, (8)

Im wk(e
iγ) = 0, γ ∈ [0, 2π], Re wk(1) = 0, k = 1, n. (9)

Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (7) - (9) äîêàçàíà ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî �5.
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Òåîðåìà 5 (ñóùåñòâîâàíèÿ). Çàäà÷à (7) - (9) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå

w(z) ∈ W (1)
q ∩N(Ω), q > 2.

Òåîðåìà 6 (åäèíñòâåííîñòè). Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (j), (jj) è äîñòàòî÷íî ìà-

ëîì ε > 0 â (jj) ïàðàãðàôà 5 çàäà÷à (7) - (9) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

Ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ (�7).

Â ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ïðèêëàäíûå çàäà÷è òåîðèè ôèëüòðàöèè, ê êî-

òîðûì ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïîëó÷åííûå è îïèñàííûå â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ

ðåçóëüòàòû.

Ãëàâà II. Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèé ñ

ìàòðèöàìè êîýôôèöèåíòîâ.

Â §1, §2 ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàçèëèíåéíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå â ñëó÷àå, êîãäà êî-

ýôôèöèåíòû (µk, Ak), k = 1, 2 ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè òðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè (n× n).

Ïóòåì ëèíåàðèçàöèè êâàçèëèíåéíîé çàäà÷è Äèðèõëå è ïîêîìïîíåíòíîãî ðåøåíèÿ ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà ðåøåíèé, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ðàçðå-

øèìîñòü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ñ ïî-

ìîùüþ ïîòåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü âïîëíå íåïðåðûâíûé

îïåðàòîð çàäà÷è. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ êâàçèëèíåéíîé ñèñòå-

ìû óðàâíåíèé äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ãëàâå I â ïðåäïîëîæåíèè ñëàáîé ñâÿçàííîñòè

óðàâíåíèé ñèñòåìû. Â §3 èçó÷àåòñÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèé ñ êâàçèòðåóãîëü-

íûìè ìàòðèöàìè, à â §4 äëÿ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ îãðàíè÷åííîé ïðàâîé ÷àñòüþ.

§5 ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå â ñëó÷àå, êî-

ãäà ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ (µk, Ak), k = 1, 2 áëèçêè ê äèàãîíàëüíûì. Ðåçóëüòàòû,

ïðèâåäåííûå â ãëàâå, èçëîæåíû â ðàáîòå àâòîðà [3].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ (�1). Â ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî-

ñòàíîâêà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîé âåêòîð-ôóíêöèè w(z) = (w1, . . . ,wn)

(wk = ϕk + iψk, z = x+ iy) â êðóãå |z| < 1 :

wz̄ − µ1(z,w)wz − µ2(z,w)w̄z̄ = F0(z,w) ≡ A1w + A2w̄ + F (10)

Im wk(t) = 0, Re wk(1) = 0, k = 1, n, |t| = 1. (11)

Çäåñü (µk, Ak), k = 1, 2 � çàäàííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû (n × n), F = (F1, . . . , Fn) �

âåêòîð - ôóíêöèÿ. Òàêæå ïðèâîäèòñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ðàíåå.

Óðàâíåíèÿ ñ òðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè (�2). Â ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ ðàçðå-

øèìîñòü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è äëÿ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû. Ýòîò

ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â ðàáîòå àâòîðà [3].

Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå:
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Òåîðåìà 7 (ñóùåñòâîâàíèÿ). Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèö (µk, Ak) è êîìïîíåíòû âåê-

òîðà F íåïðåðûâíû ïî w ïðè ïî÷òè âñåõ z ∈ K, ìàòðèöû µk äîïîëíèòåëüíî óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèþ sup
z,w,i

(|µ1
i,j| + |µ2

i,j|) = µ0 < 1, |µk
i,j| ≤ M0 < ∞ è âûïîëíÿåòñÿ ïðåä-

ïîëîæåíèå sup
w
||Ak(z,w), Fi(z,w)||p,K = M <∞, p > 2. Òîãäà çàäà÷à (10), (11) èìååò

ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå w(z), óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

||w||(1)
q ≤ N <∞, 2 < q ≤ p. (12)

Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè (20). Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé çàäà÷è (10), (11) äîêàçû-

âàåòñÿ àíàëîãè÷íî ãëàâå I, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì ñïåöèàëüíûé âèä ôîðìóëû êîíå÷íûõ

ïðèðàùåíèé: ∆Φ(w) =
n∑

l=1

∆lΦ(w), óñëîâèÿ (j), (jj) §5 ãëàâû I è óñëîâèå

(i) âåêòîðû Qkk(z,w) íåïðåðûâíû ïî w ïðè z ∈ Ω è äëÿ ∀ w ∈ R2n

sup
k,w

||(A1
kk(z,w), A2

kk(z,w), Fkk(z,w))||p,Ω ≤ R0 <∞, p > 2.

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñèñòåìà èìååò äâà ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèÿ, ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå äëÿ èõ ðàçíîñòè, ê ðåøåíèþ êîòîðîãî ïðèìåíÿåòñÿ îöåíêà,

ïîëó÷åííàÿ â ãëàâå I.

Òåîðåìà 8 (åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö (µk, Ak) è êîìïîíåíò

âåêòîðà F âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (j), (jj) §5 ãëàâû I è óñëîâèå (i). Òîãäà çàäà÷à (10),

(11) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

Óðàâíåíèÿ ñ êâàçèòðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè (�3). Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøè-

ìîñòü êâàçèëèíåéíîé çàäà÷è Äèðèõëå ñ êâàçèòðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè êîýôôèöèåí-

òîâ

(l) sup
i<j

|ckij| = δ � 1, Ck = {ckij} = (µk, Ak), k = 1, 2, i, j = 1, n

äîêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî �2:

Òåîðåìà 9 (ñóùåñòâîâàíèÿ). Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèö (µk, Ak) è êîìïîíåíòû âåê-

òîðà F íåïðåðûâíû ïî w ïðè ïî÷òè âñåõ z ∈ K, ìàòðèöû µk, Ak óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèÿì (l), ìàòðèöû µk äîïîëíèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì sup
z,w,i

(|µ1
i,j| + |µ2

i,j|) =

µ0 < 1, |µk
i,j| ≤ M0 < ∞ è âûïîëíÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå sup

w

∣∣∣∣Ak(z,w), F k
i (z,w)

∣∣∣∣
p,K

=

M < ∞, p > 2. Òîãäà çàäà÷à (10), (11) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå w, óäî-

âëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó ∣∣∣∣w∣∣∣∣(1)
q
≤ 2C, q > 2. (13)

Òåîðåìà 10 (åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö (µk, Ak) è êîìïî-

íåíò âåêòîðà F âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (j), (jj) §5 ãëàâû I è óñëîâèå (i) §2. Òîãäà
çàäà÷à (10), (11) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.
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Íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû ñ îãðàíè÷åííûìè ìàòðèöàìè (�4). Â ïàðàãðàôå 2

äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü êâàçèëèíåéíîé çàäà÷è Äèðèõëå ñ òðåóãîëüíûìè

ìàòðèöàìè (µk, Ak), k = 1, 2 êîýôôèöèåíòîâ. Çäåñü ðàññìîòðåííûå âûøå ðåçóëüòàòû,

ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ñëó÷àé êâàäðàòíûõ (n × n) ìàòðèö µk, k = 1, 2 êîýôôèöèåíòîâ

óðàâíåíèÿ ïðè óñëîâèè îãðàíè÷åííîñòè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Ìàòåðèàëû ïàðàãðà-

ôà ñîîòâåòñòâóþò ðàáîòå àâòîðà [3].

Òåîðåìà 11 (ñóùåñòâîâàíèÿ). Ïóñòü ìàòðèöû µk è âåêòîð F íåïðåðûâíû ïî w

ïðè ïî÷òè âñåõ |z| < 1 è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ sup
z,w,i

(|µ1
i,j| + |µ2

i,j|) = µ0 < 1, |µk
i,j| ≤

M0 < ∞, sup
w
||F0(z,w)||p,K = N < ∞, p > 2. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî

ðåøåíèå w(z) çàäà÷è (10), (11), óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå (12).

×èñëåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ (�5). Â ïàðàãðàôå, àíàëîãè÷íî ðàáîòå Àøûðàëûåâà

×., Ìîíàõîâà Â. Í., ïîñòðîåí àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (10), (11)

â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöû (µk, Ak), k = 1, 2 áëèçêè ê äèàãîíàëüíûì.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (30)

f(z)− µ(z)S(f |z) = g(z). (14)

Èòåðàöèîííûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ åãî ðåøåíèÿ f ñòðîèòñÿ â êâàäðàòåD = {x, y
∣∣ |x| <

δ, |y| < δ}, â êîòîðîì ïðîèçâîäÿòñÿ äâà ðàçáèåíèÿ ñ øàãîì h = δ/N, ãäå (N + 1)2 �

÷èñëî óçëîâ. Óçëû, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâîãî è âòîðîãî ðàçáèåíèé îïðåäåëÿþòñÿ ôîð-

ìóëàìè:

zk,m = −δ(i+ 1)/2 + (k − 1)h+ (m− 1)hi, z∗k,m = zk,m + (i+ 1)h/2, k,m = 1, N + 1,

zk,m ∈ Ω1, z∗k,m ∈ Ω2, ãäå Ω1 è Ω2 � ñåòêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáèåíèÿì.

Ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (14) èìåþò

âèä:

f
∗[n+1]
ij =

1

πi
µ(zij)

N∑
k,m=1

f
[n]
km · S1

km(zij) + g(zij), i, j = 1, N, (15)

f
[n+1]
ij =

1

πi
µ(z∗ij)

N∑
k,m=1

f
∗[n+1]
km · S2

km(z∗ij) + g(z∗ij), i, j = 1, N, (16)

ãäå

S
(1)
k,m(z) =

1

πi
ln

[
(zk,m − z)(zk+1,m+1 − z)

(zk+1,m − z)(zk,m+1 − z)

]
, S

(2)
k,m(z) =

1

πi
ln

[
(z∗k,m − z)(z∗k+1,m+1 − z)

(z∗k+1,m − z)(z∗k,m+1 − z)

]
,

n � íîìåð èòåðàöèè. Íîðìû ñåòî÷íûõ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå l2(Ωh) îïðåäåëÿþòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ||f ||l2(Ωh) =
N∑

k,m=1

|fk,m|2 · h2.
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Èòåðàöèîííûé àëãîðèòì (15), (16) áûë ðåàëèçîâàí íà ÝÂÌ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìè-

÷åñêîãî ÿçûêà Fortran PS 4.0. Â êà÷åñòâå òåñòîâîãî ïðèìåðà èñïîëüçîâàëñÿ ñëåäóþùèé

âàðèàíò: N = 10, òî÷íîå ðåøåíèå fT = z, µ2 = 0,

µ1 = µ(z) =


0, 4, |z| ≤ 0, 3;

0, 8, 0, 3 < |z| < 0, 6;

0, 6, 0, 6 ≤ |z| ≤ 1,

g(z) = z − 1

πi
µ(z) ln

[
(z + 1 + i)(z − 1− i)

(z + 1− i)(z − 1 + i)

]
.

Â íèæåïðèâåäåííîé òàáëèöå ïîêàçàíî, íà êàêîé èòåðàöèè äîñòèãàåòñÿ çàäàííàÿ òî÷-

íîñòü, äàíà ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè f ìåæäó èòåðà-

öèÿìè ||f [i]
h − f

[i+1]
h ||, i � íîìåð èòåðàöèè è ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷íîìó ðåøåíèþ

||f [i]
h − fÒh ||:

Òî÷íîñòü Íîìåð èòåðàöèè Ïîãðåøíîñòü Ïîãðåøíîñòü

||f [i]
h − f

[i+1]
h || ||f [i]

h − fÒh ||
10−2 3 3.296511 · 10−3 1.457851 · 10−4

10−3 4 1.840367 · 10−4 1.101224 · 10−5

10−8 9 3.040707 · 10−9 1.758556 · 10−10

10−12 13 2.35296 · 10−13 3.129372 · 10−14

Äëÿ ñðàâíåíèÿ áûë èñïîëüçîâàí ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûé ïðèìåð, ïðèâåäåííûé â

ðàáîòå Àøûðàëûåâà ×., Ìîíàõîâà Â. Í., ðåàëèçîâàííûé íà ÝÂÌ ÅÑ 1061 ñ ïîìîùüþ

ïàêåòà ñòàíäàðòíûõ ïðîãðàìì PALLINA. Òàì çàäàííàÿ òî÷íîñòü, ðàâíàÿ 10−2 äîñòè-

ãàåòñÿ íà 4 èòåðàöèè çà 5 ñåêóíä. Â ðàñ÷åòàõ àâòîðà ýòà æå òî÷íîñòü äîñòèãàåòñÿ íà 3

èòåðàöèè çà 0,062 ñåêóíäû. Ðàçíèöà ìåæäó äàííûìè, ïðèâåäåííûìè â óêàçàííîé ðà-

áîòå è ðàñ÷åòàìè àâòîðà äëÿ ||f [i]
h − f

[i+1]
h || ñîñòàâëÿåò 2, 18 · 10−3, à äëÿ ||f [i]

h − fÒh || �
6, 72 · 10−5.

Îïèñàííûé âûøå òåñòîâûé ïðèìåð áûë ðåàëèçîâàí òàêæå äëÿ ñëó÷àåâ N = 50 è

N = 100. Ïðèìåðû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò áûñòðóþ ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà â

ïðîñòðàíñòâå l2(Ωh).

Ãëàâà III. Ãèäðîäèíàìèêà òåë ñî ñòðóÿìè (ñõåìû Øóðûãèíà).

Ââåäåíèå (�1). Â ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî òàê íàçûâàåìûì

ñòðóéíûì òå÷åíèÿì, â ÷àñòíîñòè, ïî êàâèòàöèîííîé ñõåìå Øóðûãèíà, êîòîðàÿ ïðè-

âîäèò ê ïîñòðîåíèþ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé íåîäíîëèñòíûõ îáëàñòåé òå÷åíèÿ íà

êàíîíè÷åñêèå îáëàñòè (âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü, êðóã è ò.ä.)

Ìíîãîëèñòíûå ìíîãîóãîëüíèêè (�2). Â ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çà-

äà÷è (ïóíêò 10) â ñëó÷àå n - ëèñòíîé îáëàñòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë
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òå÷åíèÿ w = w(z) (z = x + iy, w = ϕ + iψ) â n - ëèñòíîé îáëàñòè D, ãäå D∗ = w(D) �

îáðàç îáëàñòè D â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîãî w, P ∗ = ∂D∗− îáðàç ïîëèãîíà P =
n⋃

k=2

P k,

ñîñòîÿùèé èç ëèíèé òîêà ψ = const. Çäåñü ïîëèãîíû P k ïðåäïîëàãàþòñÿ ïðîñòûìè:

(i) 0 < δ ≤ αk
i ≤ 2, | ln lki | ≤ δ−1, i = 1,mk, k = 2, n.

Â îáëàñòè D èìåþòñÿ (n−1) è (3−n) íà P òî÷åê Bk ðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà, â êîòîðûõ

êîìïëåêñíàÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü dw/dz(Bk) = 0.

Ïðîèçâîäíûå êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé z : K → D,w : K → D∗ âíåøíîñòè åäè-

íè÷íîãî êðóãà K : |ζ| > 1 íà îáëàñòè D è D∗ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå:

dz

dζ
= N0ζ

−2

n∏
k=2

mk∏
i=0

(ζ − tki )
αk

i−1 ≡ N0Π(ζ), (17)

dw

dζ
= N1ζ

−2

n∏
k=2

(ζ − ζk)(ζ − ζ∗k)

ζ − tk0

3−n∏
i=1

(ζ − τi) ≡ f(ζ). (18)

Ôîðìóëû (17), (18) ïðè n = 1 îòâå÷àþò îáòåêàíèþ êîíå÷íîãî ïîëèãîíà P , à ïðè n = 2 �

òå÷åíèþ ïî ñõåìå Ýôðîñà ñ çàäàííîé ôîðìîé ñòðóé. Ñëó÷àé n ≥ 3 îòâå÷àåò ñîáñòâåííî

ñõåìå Øóðûãèíà è ïðè ïðèíÿòûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ïîëèãîíå P, ëèáî îòñóòñòâóþò

òî÷êè ðàçâåòâëåíèÿ è ñõîäà ïîòîêà, ëèáî îíè íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ ïîëèãîíà P k.

Ïîñòîÿííûå ζk, |ζk| > 1 (k = 2, n) è τi (i = 1, 3− n) ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè, |N0| =

1, à tki (i = 0,mk, k = 2, n) � äîëæíû îòûñêèâàòüñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëèãîíó

P ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå äâóõ âåùåñòâåííûõ êîíñòàíò γk
i π =

arg tki :

lki =

tki+1∫
tki

|Π(t)|dt ≡ fk
i (T); i = 1,mk − 1, k = 2, n, (19)

lk0 = π
∣∣∣(t− tk0)

dz

dt

∣∣∣
t=tk0

≡ fk
0 (T), k = 2, n, ãäå T = (tk0, . . . , t

k
mk

). (20)

Àïðèîðíûå îöåíêè è ëîêàëüíàÿ åäèíñòâåííîñòü (20). Çäåñü ïðèâîäÿòñÿ óæå èçâåñò-

íûå ñâåäåíèÿ î ëîêàëüíîé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ T ñèñòåìû óðàâíåíèé, îòâå÷àþùåé

îáùåé ñòðóéíîé çàäà÷å äëÿ ïðîñòîãî ïîëèãîíà è îá àïðèîðíûõ îöåíêàõ èñêîìîãî ðå-

øåíèÿ T ñèñòåìû (19), (20).

Ëåììà 1. Êàæäîå ðåøåíèå T = (tk0, . . . , t
k
mk

) ñèñòåìû óðàâíåíèé (19), (20), ñîîòâåò-

ñòâóùåé ïîëèãîíó P k, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (i), ïîä÷èíÿåòñÿ íåðàâåíñòâàì

|tki+1 − tki | ≥ ε(δ) > 0, i = 0,mk − 1, k = 2, n. (21)
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Äëÿ ïðîèçâîäíûõ dw/dζ è dz/dζ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé w : E → D∗, z : E → D

âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè E : Im ζ > 0 íà îáëàñòè D è D∗ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå

ïðåäñòàâëåíèÿ:

dw

dζ
=

3−n∏
i=1

(ζ − τi)
−1/2 = Π0(ζ), (22)

dz

dζ
= Π(ζ)M(ζ), (23)

Π =

mk∏
i=0

n+1∏
k=0

(ζ − tki )
αk

i−1; M =
1

πi

∫
|t|>1

|Π0(t)|dt
Π(t)(t− ζ)

,
n∑

k=2

mk∑
i=0

(αk
i − 1) = 2.

Äëÿ ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàííîãî â (22), (23) âåêòîðà T = (tk0, . . . , t
k
mk

) ∈ Rn íåèç-

âåñòíûõ ïîñòîÿííûõ tki (k = 2, n i = 0,mk) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, êîòîðàÿ

ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì

l = g(u,α), (24)

ãäå ðåøåíèå u = (uk
1, . . . , u

k
mk

) ∈ Rn, uk
i = tki − tki−1, (k = 2, n, i = 1,mk) � âåêòîð, ÷åðåç

êîòîðûé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîð T = (tk0, . . . , t
k
mk

) ∈ Rn.

Ëåììà 2. (î ëîêàëüíîé åäèíñòâåííîñòè) Ðåøåíèÿ T = (tk0, . . . , t
k
mk

) ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé (24), îòâå÷àþùèå îáùåé ñòðóéíîé çàäà÷å äëÿ ïðîñòîãî ïîëèãîíà P, ëîêàëüíî

åäèíñòâåííû, ò.å. ∣∣∣Dg

DT

∣∣∣ =
{∂gk

i

∂tkj

}
≥ ε0(δ) > 0. (25)

Ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñ ïàðàìåòðàìè (�3). Ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

âîçíèêàåò â ãèäðîäèíàìèêå ïðè îïèñàíèè ïîòåíöèàëüíûõ òå÷åíèé èäåàëüíîé æèäêîñòè

ñ íåñêîëüêèìè ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè. Â ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû

îá ýêâèâàëåíòíîñòè âèäîèçìåíåííîé ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è

Re ω(t) = f1(t), t ∈ L1; Im ω(t) = f2(t, c), t ∈ L2, (26)

âàðèàöèîííîé çàäà÷å:

J(F ) =

∫
L2

|T (F |eiθ)− g(eiθ)−Q(F )|2dθ, (27)

Ëåììà 3. 1. Åñëè (ω, c) � îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå çàäà÷è (26), òî

F∗(e
iθ) = Re ω(eiθ), θ ∈ L

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è (27).
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2.Åñëè F0 � ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è (27), òî ω(ζ) = S(F0|ζ) ÿâëÿåòñÿ ðåøå-

íèåì çàäà÷è (26), ïðè÷åì êîíñòàíòû ck îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

ck =
1

αk+1 − βk

αk+1∫
βk

T (F0|eiγ)dγ.

Ñõåìû Øóðûãèíà (�4).

Îäíà ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà (10). Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îáòåêàíèÿ, èçó÷åííàÿ â ïàðà-

ãðàôå 2, â êîòîðîé îäíà èç ñòðóé ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé. Äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü

ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (19), (20).

Â ïóíêòå 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñõåìàØóðûãèíà ñ íåñêîëüêèìè ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè

è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ëåðå - Øàóäåðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâî-

âàíèå ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (19), (20).

Â ïóíêòå 3 ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñòðóéíûõ

òå÷åíèé:

Òåîðåìà 12. Ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæåíèé (i) ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî

òå÷åíèå ïî ñõåìå Øóðûãèíà ñ íåñêîëüêèìè ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè.

Åñëè ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà îäíà èëè âîîáùå îòñóòñòâóåò, òî òàêîå òå÷åíèå åäèí-

ñòâåííî.

Ãëàâà IV. Î ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ íà ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ.

Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ (�1).

Ïåðâûé ïàðàãðàô ñîäåðæèò âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ðèìàíîâûõ ïî-

âåðõíîñòåé (ð.ï.): îñíîâíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïîíÿòèÿ òåîðèè ð.ï. (10), äèôôåðåíöè-

àëüíûå ôîðìû (20).

Î ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

Âåêóà íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè (�2). Ïóñòü D � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ðîäà

ρ ≥ 0, L ⊂ D � ãëàäêèé çàìêíóòûé êîíòóð íà D, ðàçáèâàþùèé åå íà äâå ÷àñòè

D±. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè w(z), óäîâëåòâîðÿþùåé íà êîìïàêòíîé

ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè D ðîäà ρ ≥ 0, íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ Âåêóà:

∂w = wA(z,w) + wB(z,w) + F (z,w), z ∈ D±, (28)

à íà L � êðàåâîìó óñëîâèþ ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ

w+(t)−G(t)w−(t) = g(t), t ∈ L . (29)

Çàäà÷è òèïà (28), (29) íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè èìåþò ïðèëîæåíèÿ â ãèäðîäèíàìèêå

(â ÷àñòíîñòè, â òàê íàçûâàåìîé ñõåìå îáòåêàíèÿ Ýôðîñà) è òåîðèè ôèëüòðàöèè.
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Îáû÷íî, ïðè èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ íåîáõîäèìà êîððåêò-

íàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ò.å. ââåäåíèå â ýòó çàäà÷ó äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, îáåñïå÷è-

âàþùèõ ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ è åãî íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü îò

èñõîäíûõ äàííûõ (A,B, F,G, g). Ïðèâîäèòñÿ êîððåêòíàÿ ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è

ñîïðÿæåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñëåäóþùåãî âèäà:
∂Φ = 0, z ∈ D±;

Φ+(t)−G(t)Φ−(t) = g(t)−
l1∑

k=1

ckψk(t), t ∈ L;

Φ±(pj) = 0, j = 1, l0,

(30)

ãäå

l0(κ) =


0, κ < 0,[κ

2

]
+ 1, 0 ≤ κ ≤ 2ρ− 2,

κ − ρ+ 1, κ ≥ 2ρ− 1,

l1(κ) = l0 − κ + ρ− 1.

Ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îïåðàòîðîâ

T+
0 (V | t)− T−0 (V | t) =

ρ∑
k=1

c0kψ
0
k(t); c

0
k = c0k(V ) =

∫
D

ϕ0
k(z)V (z), k = 1, ρ.

äîêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü êðàåâîé çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

Âåêóà çàäà÷å äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé:

Òåîðåìà 13. Çàäà÷è  ∂w = wA(z) + F (z), z ∈ D±,

w+(t)−G(t)w−(t) = g(t), t ∈ L,
(31)

 ∂Φ = 0, z ∈ D±,

Φ+(t)−G1(t)Φ
−(t) = g1(t), t ∈ L,

(32)

ýêâèâàëåíòíû.

Çäåñü

G1(t) = G(t) exp

(
−

ρ∑
k=1

c0k(A)ψ0
k(t)

)
, g1(t) = g(t) exp

(
−T+

0 (A|t)
)
−

l1∑
k=1

ckψk(t), (33)

ck =

∫
D

ϕk(z)e
−T0(A|z)F (z), ϕ = (ϕ1, . . . , ϕl1) = ϕ(G1), Ψ = (ψ1, . . . ψl1) = Ψ(G1).

Ïðè ýòîì ðåøåíèÿ çàäà÷ (31) è (32) ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

w(z) = Φ(z)eT0(A|z) + eT0(A|z)TG1(Fe
−T0A|z). (34)
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Òàêæå äëÿ ëèíåéíîé çàäà÷è äîêàçàíà òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè:

Òåîðåìà 14. Ïóñòü ôóíêöèÿ G1(t) èìååò âèä (33). Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå çàäà÷è 
∂w = wA(z) + F (z), z ∈ D±,

w+(t)−G(t)w−(t) = g(t)−
l1∑

k=1

ckψ̃k(t), t ∈ L,

w±(pj) = 0 , j = 1, l0,

(35)

ãäå ψ̃k(t) = ψk(t)e
T+
0 (A|t), Ψ = (ψ1, . . . , ψl1) = Ψ(G1), P = (p1, . . . , pl0) = P (G1).

Ýòî ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

w = eT0(A|z)TG1(Fe
−T0A|z) + eT0(A|z) · 1

2πi

∫
L

K1(t, z)e
−T−0 (A|t)g(t),

ck =

∫
D

ϕk(z)e
−T0(A|z)F (z) +

∫
L

g(t)e−T−0 (A|t)ϕk(t),

ϕ = (ϕ1, . . . , ϕl1) = ϕ(G1), K1 = K(G1|t, z).

Îòîáðàæåíèÿ

w = U(A,F,G, g) : [Lp(D
±)]2 × [Cα(L)]2 → W 1

p (D±) ∩ Cα(D±),

C = (c1, . . . , cl1) = C(A,F,G, g) : [Lp(D
±)]2 × [Cα(L)]2 → C l1

ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè. Ïðè ýòîì îïåðàòîð U,

U(A,F ) : [Lp(D
±)]2 → Cα(D±), α <

p− 2

p
, p > 2

âïîëíå íåïðåðûâåí.

Äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è Âåêóà íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíî-

ñòè:

Òåîðåìà 15. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ A,B, F (w) : C → Lp(D
±), p > 2 íåïðåðûâíû ïî w

è ‖A,B, F‖p ≤M , ∀w ∈ C. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå

w±(z) ∈ Cβ(D±), β = β(α, p) > 0

çàäà÷è (28), (29).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè:

• äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ýëëèï-

òè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ ìàòðèöàìè êîýôôèöèåíòîâ Q1, Q2 áëèçêèìè ê äèà-

ãîíàëüíûì, òðåóãîëüíûì è êâàçèäèàãîíàëüíûì;
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• äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñòðóéíûõ òå÷åíèé, îòâå÷àþùèé ñõåìå

Øóðûãèíà;

• äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

Âåêóà íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè;

• ÷èñëåííî ðåøåíà êðàåâàÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö êîýôôèöè-

åíòîâ â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì.

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü íàó÷íîìó êîíñóëüòàíòó Âàëåíòèíó

Íèêîëàåâè÷ó Ìîíàõîâó çà åãî òèòàíè÷åñêîå òåðïåíèå, ïðîÿâëåííîå âî âðåìÿ ðóêîâîä-

ñòâà âûïîëíåíèåì ðàáîòû, à òàêæå íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Ñåìåíêî Åâãåíèþ Âåíèà-

ìèíîâè÷ó.
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